Numero

Fara el concepto lingiiistico véase Numero gra-
matical.

Un niimero, en ciencia, es una abstraccion que representa
una cantidad o una magnitud. En matemdticas un nimero
puede representar una cantidad métrica o mas general-
mente un elemento de un sistema numérico o un nimero
ordinal que representard una posicién dentro de un orden
de una serie determinada. Los ntimeros complejos son
usados como una herramienta util para resolver proble-
mas algebraicos y que algebraicamente son un mero afia-
dido a los niimeros reales que a su vez ampliaron el con-
cepto de niimero ordinal. Sobre todo, un nimero real re-
suelve el problema de comparacién de dos medidas: tanto
si son conmensurables o inconmensurables. Ejemplo: el
lado de un cuadrado es conmensurable con su perimetro,
pero el lado del cuadrado con la diagonal del mismo son
inconmensurables.!!

También, en sentido amplio, indica el caracter grafico que
sirve para representarlo; dicho signo gréfico de un nimero
recibe propiamente la denominacién de numeral o cifra.
El que se escribe con un solo guarismo se llama digito.!?!

El concepto de niimero incluye abstracciones tales
como numeros fraccionarios, negativos, irracionales,
trascendentales, complejos y también nimeros de tipo
mas abstracto como los niimeros hipercomplejos que ge-
neralizan el concepto de nimero complejo o los nimeros
hiperreales, los superreales y los surreales que incluyen a
los ndmeros reales como subconjunto.

1 Tipos de niimeros

Los nimeros mas conocidos son los nimeros naturales.
Denotados mediante N , son conceptualmente los mas
simples y los que se usan para contar unidades discretas.
Estos, conjuntamente con los niimeros negativos, con-
forman el conjunto de los enteros, denotados mediante
Z (del aleman Zahlen 'mimeros’). Los nimeros negati-
vos permiten representar formalmente deudas, y permi-
ten generalizar la resta de cualesquiera dos niimeros na-
turales.

Otro tipo de nimeros ampliamente usados son nimeros
fraccionarios, y tanto cantidades inferiores a una unidad,
como nimeros mixtos (un conjunto de unidades mas una
parte inferior a la unidad). Los nimeros fraccionarios
pueden ser expresados siempre como cocientes de ente-
ros. El conjunto de todos los nimeros fraccionarios es el

conjunto de los nimeros racionales (que usualmente se
define para que incluya tanto a los racionales positivos,
como a los racionales negativos y el cero). Este conjunto
de niimeros se designa como Q .

Los niimeros racionales permiten resolver gran cantidad
de problemas practicos, pero desde los antiguos griegos
se conoce que ciertas relaciones geométricas (la diagonal
de un cuadrado de lado unidad) son niimeros no en-
teros que tampoco son racionales. Igualmente, la solu-
cién numérica de una ecuacién polinémica cuyos coefi-
cientes son nimeros racionales, usualmente es un nime-
ro no racional. Puede demostrarse que cualquier nime-
ro irracional puede representarse como una sucesion de
Cauchy de niimeros racionales que se aproximan a un li-
mite numérico. El conjunto de todos los nimeros racio-
nales y los irracionales (obtenidos como limites de suce-
siones de Cauchy de nimeros racionales) es el conjun-
to de los nimeros reales R . Durante un tiempo se pen-
s6 que toda magnitud fisica existente podia ser expresa-
da en términos de niimeros reales exclusivamente. Entre
los reales, existen nimeros que no son soluciones de una
ecuacién polinomial o algebraica, que reciben el nombre
de transcendentales. Ejemplos famosos de estos nimeros
son el niimero st (P1) y el ntimero e (este tltimo base de los
logaritmos naturales), los cuales estdn relacionados entre
si por la identidad de Euler.

Uno de los problemas de los nimeros reales es que no for-
man un cuerpo algebraicamente cerrado, por lo que cier-
tos problemas no tienen solucién planteados en términos
de ntimeros reales. Esa es una de las razones por las cuales
se introdujeron los nimeros complejos C , que son el mi-
nimo cuerpo algebraicamente cerrado que contiene a los
nimeros reales. Ademds algunas aplicaciones practicas
asi como en las formulaciones estdndar de la mecédnica
cudntica se considera util introducir los nimeros comple-
jos. Al parecer la estructura matemadtica de los nimeros
complejos refleja estructuras existentes en problemas fi-
sicos, por lo que en fisica tedrica y en diversas aplicacio-
nes los niimeros complejos se usan en pie de igualdad con
los niimeros reales, a pesar de que inicialmente fueron
considerados Unicamente como un artificio matemético
sin relacion con la realidad fisica. Todos los conjuntos de
nimeros N, Z, Q, R, C fueron de alguna manera “descu-
biertos” o sugeridos en conexién con problemas plantea-
dos en problemas fisicos o en el seno de la matemadtica
elemental y todos ellos parecen tener importantes cone-
xiones con la realidad fisica.

Fuera de los niimeros reales y complejos, claramente co-
nectados con problemas de las ciencias naturales, existen
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otros tipos de nimeros que generalizan atin mas y extien-
den el concepto de nimero de una manera mas abstracta
y responden mds a creaciones deliberadas de matemati-
cos. La mayoria de estas generalizaciones del concepto
de nimero se usan s6lo en matematicas, aunque algunos
de ellos han encontrado aplicaciones para resolver cier-
tos problemas fisicos. Entre ellos estdn los nimeros hi-
percomplejos que incluyen a los cuaterniones ttiles pa-
ra representar rotaciones en un espacio de tres dimensio-
nes, y generalizaciones de estos como octoniones y los
sedeniones.

A un nivel un poco mds abstracto también se han idea-
do conjuntos de nimeros capaces de tratar con cantida-
des infinitas e infinitesimales como los hiperreales y los
transfinitos.

1.1 Enumeracion de los tipos

La teoria de los nimeros trata basicamente de las pro-
piedades de los nimeros naturales y los enteros, mientras
que las operaciones del dlgebra y el cdlculo permiten de-
finir 1a mayor parte de los sistemas numeéricos, entre los
cuales estan:

e Numeros naturales

e Nimero primo
e Nimeros compuestos

e Numeros perfectos
e Nimeros enteros

e Nimeros negativos
e Nimeros pares

e Nimeros impares
e Numeros racionales
e Numeros reales

e Numeros irracionales

e Niimeros algebraicos

e Numeros trascendentes:
o I

® C

e Extensiones de los nimeros reales

Nimeros complejos

Numeros hipercomplejos

e Cuaterniones
e Octoniones

Numeros hiperreales
e Nuimeros superreales

e Numeros surreales

1 TIPOS DE NUMEROS

e Numeros usados en teoria de conjuntos

Nuimeros ordinales

e Numeros cardinales

e Numeros transfinitos

1.2 Numeros naturales especiales

El estudio de ciertas propiedades que cumplen los niime-
ros ha producido una enorme cantidad de tipos de niime-
ros, la mayoria sin un interés matematico especifico. A
continuacién se indican algunos:

uno: 1
naturales: N < primos

compuestos
enteros: Z
cero: 0

. enteros negativos
racionales: Q G

exacto

reales: R fmecionarins%
T puro
irracionales periédico mixta

complejos: C

imaginarios

Narcisista: Ntimero de n digitos que resulta ser
igual a la suma de las potencias de orden n de
sus digitos. Ejemplo: 153 = 1° + 5° + 3,
Omirp: Nimero primo que al invertir sus di-
gitos da otro ntimero primo. Ejemplo : 1597 y
7951 son primos.

Vampiro: Nimero que es el producto de dos
nimeros obtenidos a partir de sus digitos.
Ejemplo: 2187 =27 x 81.

Una vez entendido el problema de la naturaleza y la cla-
sificacion de los ndmeros, surge otro, mas practico, pero
que condiciona todo lo que se va a hacer con ellos: la ma-
nera de escribirlos. El sistema que se ha impuesto univer-
salmente es la numeracién posicional, gracias al invento
del cero, con una base constante.

Mas formalmente, en The concept of number, el matema-
tico Frege realiza una definicion de «nimero», la cual fue
tomada como referencia por muchos matematicos (entre
ellos Russell, cocreador de principia mathematica):

«n» es un niimero, es entonces la definicion de «que exis-
te un concepto “F” para el cual ‘n” aplica», que a su vez
se ve explicado como que «n» es la extension del concepto
«equinumerable con» para «F», y dos conceptos son equi-
numerables si existe una relacion «uno a uno» (véase que
no se utiliza el simbolo «1» porque no estd definido aiin)
entre los elementos que lo componen (es decir, una biyec-
cion en otros términos).

Véase también que Frege, tanto como cualquier otro ma-
temadtico, se ven inhabilitados para definir al nimero co-
mo la expresién de una cantidad, porque la simbologia
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matematica no hace referencia necesaria a la numerabili-
dad, y el hecho de «cantidad» referiria a algo numerable,
mientras que niimeros se adoptan para definir la cardina-
lidad de, por ejemplo, los elementos que se encuentran
en el intervalo abierto (0, 1), que contiene innumerables
elementos (el continuo).

Peano, antes de establecer sus cinco proposiciones sobre
los niimeros naturales, explicita que supone sabida una
definicién (quizas debido a su «obviedad») de las pala-
bras o conceptos cero, sucesor y niimero. De esta manera
postula:

e ( es un nimero

el sucesor de todo niimero es un nimero

e dos nameros diferentes no tienen el mismo sucesor

0 no es el sucesor de ningiin niimero

y la propiedad inductiva

Sin embargo, si uno define el concepto cero como el ni-
mero 100, y el concepto niimero como los niimeros mayo-
res a 100, entonces las cinco proposiciones mencionadas
anteriormente aplican, no a la idea que Peano habria que-
rido comunicar, sino a su formalizacion.

La definicién de nimero se encuentra por ende no total-
mente formalizada, aunque se encuentre un acuerdo ma-
yoritario en adoptar la definicién enunciada por Frege.

2 Historia del concepto de nimero

Cognitivamente el concepto de niimero estd asociado a la
habilidad de contar y comparar cual de dos conjuntos de
entidades similares tiene mayor cantidad de elementos.
Las primeras sociedades humanas se toparon muy pronto
con el problema de determinar cual de dos conjuntos era
“mayor” que otro, o de conocer con precisién cuantos ele-
mentos formaban una coleccién de cosas. Esos problemas
podian ser resueltos simplemente contando. La habilidad
de contar del ser humano, no es un fenémeno simple, aun-
que la mayoria de culturas tienen sistemas de cuenta que
llegan como minimo a centenares, algunos pueblos con
una cultura material simple, sélo disponen de términos
para los nimeros 1, 2 y 3 y usualmente usan el término
“muchos” para cantidades mayores, aunque cuando es ne-
cesario usan recursivamente expresiones traducibles co-
mo “3 més 3 y otros 3” cuando es necesario.

El conteo se debid iniciar mediante el uso de objetos fi-
sicos (tales como montones de piedras) y de marcas de
cuenta, como las encontradas en huesos tallados: el de
Lebombo, con 29 muescas grabadas en un hueso de ba-
buino, tiene unos 37.000 afios de antigiiedad y otro hueso
de lobo encontrado en la antigua Checoslovaquia, con 57
marcas dispuestas en cinco grupos de 11 y dos sueltas,

se ha estimado en unos 30.000 afios de antigiiedad. Am-
bos casos constituyen una de las mds antiguas marcas de
cuenta conocidas habiéndose sugerido que pudieran estar
relacionadas con registros de fases lunares."*! En cuanto
al origen ordinal algunas teorias lo sitdan en rituales re-
ligiosos. Los sistemas numerales de la mayoria de fami-
lias lingiiisticas reflejan que la operacién de contar estuvo
asociado al conteo de dedos (razén por la cual los siste-
mas de base decimal y vigesimal son los més abundan-
tes), aunque estan testimoniado el empleo de otras bases
numéricas ademds de 10 y 20.

El paso hacia los simbolos numerales, al igual que la es-
critura, se ha asociado a la aparicioén de sociedades com-
plejas con instituciones centralizadas constituyendo arti-
ficios burocraticos de contabilidad en registros imposi-
tivos y de propiedades. Su origen estaria en primitivos
simbolos con diferentes formas para el recuento de dife-
rentes tipos de bienes como los que se han encontrado en
Mesopotamia inscritos en tablillas de arcilla que a su vez
habian venido a sustituir progresivamente el conteo de di-
ferentes bienes mediante fichas de arcilla (constatadas al
menos desde el 8000 a. C.) Los simbolos numerales mas
antiguos encontrados se sitian en las civilizaciones me-
sopotdmicas usdndose como sistema de numeracion ya
no solo para la contabilidad o el comercio sino también
para la agrimensura o la astronomia como, por ejemplo,
registros de movimientos planetarios.*!

En conjunto, desde hace 5.000 afios la mayoria de las ci-
vilizaciones han contado como lo hacemos hoy aunque la
forma de escribir los nimeros (si bien todos representan
con exactitud los naturales) ha sido muy diversa. Bésica-
mente la podemos clasificar en tres categorias:

1. Sistemas de notacioén aditiva. Acumulan los sim-
bolos de todas las unidades, decenas, centenas,... ne-
cesarios hasta completar el nimero. Aunque los sim-
bolos pueden ir en cualquier orden, adoptaron siem-
pre una determinada posicion (de mds a menos). De
este tipo son los sistemas de numeracioén: Egipcio,
hitita, cretense, romano, griego, armenio y judio.

2. Sistemas de notacién hibrida. Combinan el prin-
cipio aditivo con el multiplicativo. En los anteriores
500 se representa con 5 simbolos de 100, en éstos se
utiliza la combinacién del 5 y el 100. El orden de las
cifras es ahora fundamental (estamos a un paso del
sistema posicional). De este tipo son los sistemas de
numeracién: Chino clésico, asirio, armenio, etiope y
maya. Este dltimo utilizaba simbolos para el “1”, el
“5” y el “0”. Siendo este el primer uso documentado
del cero tal como lo conocemos hoy (Afio 36 a.C) ya
que el de los babilonios solo se utilizaba entre otros
digitos.

3. Sistemas de notacion posicional. La posicién de
las cifras nos indica si son unidades, decenas, cente-
nas,... o en general la potencia de la base. Solo tres
culturas ademds de la india lograron desarrollar un
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sistema de este tipo: El sistema Chino (300 a. C.)
que no disponia de 0, el sistema Babil6nico (2000 a.
C.) con dos simbolos, de base 10 aditivo hasta el 60
y posicional (de base 60) en adelante, sin “0” hasta
el 300 a. C.

2.1 Las fracciones unitarias egipcias (Pa-
piro Ahmes/Rhind)

En este papiro adquirido por Henry Rhind en 1858 cuyo
contenido data del 2000 al 1800 a. C. ademas del siste-
ma de numeracién antes descrito nos encontramos con su
tratamiento de las fracciones. No consideran las fraccio-
nes en general, solo las fracciones unitarias (inversas de
los naturales 1/20) que se representan con un signo oval
encima del nimero, la fraccién 2/3 que se representa con
un signo especial y en algunos casos fracciones del tipo
n/n + 1 . Hay tablas de descomposicién de 2/n desde
n=1 hasta n=101, como por ejemplo 2/5 = 1/3 + 1/15
62/7=1/4+1/28, no sabemos por qué no utilizaban
2/n = 1/n 4 1/n pero parece que trataban de utilizar
fracciones unitarias menores que 1/n .

Al ser un sistema sumativo la notacién es: 1+1/2+1/4 .
La operacién fundamental es la suma y nuestras multi-
plicaciones y divisiones se hacian por “duplicaciones” y
“mediaciones”, por ejemplo 69x19=69x(16+2+1), donde
16 representa 4 duplicaciones y 2 una duplicacién.

2.2 Fracciones sexagesimales babil6nicas
(documentos cuneiformes)

En las tablillas cuneiformes de la dinastia Hammurabi
(1800-1600 a. C.) aparece el sistema posicional, antes
referido, extendido a las fracciones, pero XXX vale para
2x60+2,242x60-162x60—1+42x60—2 conuna
representacion basada en la interpretacion del problema.

Para calcular recurrian, como nosotros antes de dispo-
ner de maquinas, a las numerosas tablas de que dispo-
nian: De multiplicar, de inversos, de cuadrados y cubos,
de raices cuadradas y ctibicas, de potencias sucesivas de
un nimero dado no fijé, etc. Por ejemplo para calcular
a , tomaban su mejor aproximacion entera a; , y calcu-
laban b; = a/a; (una mayor y otra menor) y entonces
az = (a1 + b1)/2 es mejor aproximacién, procediendo
igual obtenemos by = a/as y az = (az+b2)/2 obtenien-
do en la tablilla Yale-7289 2=1;24,51,10 (en base deci-
mal 1,414222) como valor de a3 partiendo de a; = 1; 30
(véase algoritmo babil6nico).

Realizaban las operaciones de forma parecida a hoy, la di-
visién multiplicando por el inverso (para lo que utilizan
sus tablas de inversos). En la tabla de inversos faltan los
de 7y 11 que tienen una expresion sexagesimal infinita-
mente larga. Siestan 1/59=;1,1,1 (nuestro 1/9=0,111...)y
1/61=;0,59,0,59 (nuestro 1/11=0,0909...) pero no se per-
cataron del desarrollo periddico.

2 HISTORIA DEL CONCEPTO DE NUMERO

2.3 Descubrimiento de los inconmensura-
bles

Las circunstancias y la fecha de este descubrimiento
son inciertas, aunque se atribuye a la escuela pitagori-
ca (se utiliza el Teorema de Pitagoras). Aristételes men-
ciona una demostracion de la inconmensurabilidad de la
diagonal de un cuadrado con respecto a su lado basada en
la distincién entre lo par y lo impar. La reconstruccion
que realiza C. Boyer es:

Sean d:diagonal, s:lado y d/s racional que podremos es-
cribirlo como p/q con p y q primos entre si. Por el teore-
ma de Pitdgoras tenemos que d? = s? + 52, (d/s)? =
p?/q* = 2, entonces p? = 2¢* y por tanto p? debe ser
par y también p, y por tanto q impar. Al ser p par tenemos
p = 2r , entonces 472 = 2¢% y 2r? = ¢? , entonces ¢>
es par y q también, entonces q es par e impar con lo que
tenemos una contradiccion.

La teoria pitagérica de fodo es niimero quedé seriamente
dafiada.

El problema lo resolveria Eudoxo de Cnido (408-355 a.
C.) tal como nos indica Euclides en el libro V de Los ele-
mentos. Para ello estableci6 el Axioma de Arquimedes:
Dos magnitudes tienen una razon si se puede encontrar
un miultiplo de una de ellas que supere a la otra (excluye
el 0). Después en la Definicién-5 da la famosa formula-
cién de Eudoxo: Dos magnitudes estdn en la misma razon
a/b = c/d si dados dos miimeros naturales cualesquie-
ramyn, si ma = nb entonces mc = nd (definicion
que intercambiando el 2° y 3% términos equivale a nuestro
procedimiento actual).

En el libro de J.P. Colette se hace la observacién de que
esta definicion estd muy préxima a la de nimero real que
dard Dedekind en el siglo XIX, divide las fracciones en
las m/n tales que ma = nby las que no.

2.4 Creacion del cero

En cualquier sistema de numeracion posicional surge el
problema de la falta de unidades de determinado orden.
Por ejemplo, en el sistema babil6nico el nimero 32 escri-
to en base 60 puede ser 3 x 6042 6 3 x 60% +0 x 60 +2
. A veces, se utilizaba la posicién vacia para evitar es-
te problema 3 _ 2; pero los escribas debian tener mucho
cuidado para no equivocarse.

Hacia el siglo IIT a. C., en Grecia, se comenzd a represen-
tar la nada mediante una “o” que significa oudos 'vacio', y
que no dio origen al concepto de cero como existe hoy en
dia. La idea del cero como concepto mateméatico parece
haber surgido en la India mucho antes que en ningin otro
lugar. La tnica notacién ordinal del viejo mundo fue la
sumeria, donde el cero se representaba por un vacio.

En América, la primera expresion conocida del sistema
de numeracién vigesimal prehispanico data del siglo III a.
C. Se trata de una estela olmeca tardia, la cual ya contaba
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2.7 Las fracciones continuas

tanto con el concepto de “orden” como el de “cero”. Los
mayas inventaron cuatro signos para el cero; los principa-
les eran: el corte de un caracol para el cero matemaético,
y una flor para el cero calendérico (que implicaba, no la
ausencia de cantidad, sino el cumplimiento de un ciclo).

2.5 Numeros negativos

Brahmagupta, en el 628 de nuestra era, considera las dos
raices de las ecuaciones cuadrdticas, aunque una de ellas
sea negativa o irracional. De hecho en su obra es la pri-
mera vez que aparece sistematizada la aritmética (+, -, *,
/, potencias y raices) de los nimeros positivos, negativos
y el cero, que €l llamaba los bienes, las deudas y la nada.
Asi, por ejemplo, para el cociente, establece:

Positivo dividido por positivo, o negativo dividido por ne-
gativo, es afirmativo. Cifra dividido por cifra es nada
(0/0=0). Positivo dividido por negativo es negativo. Ne-
gativo dividido por afirmativo es negativo. Positivo o ne-
gativo dividido por cifra es una fraccion que la tiene por
denominador (a/0=;?)

No solo utiliz6 los negativos en los célculos, sino que los
consider6 como entidades aisladas, sin hacer referencia
a la geometria. Todo esto se consigui6 gracias a su des-
preocupacion por el rigor y la fundamentacién légica, y
su mezcla de lo practico con lo formal.

Sin embargo el tratamiento que hicieron de los negativos
cayo0 en el vacio, y fue necesario que transcurrieran varios
siglos (hasta el Renacimiento) para que fuese recuperado.

Al parecer los chinos también poseian la idea de niime-
10 negativo, y estaban acostumbrados a calcular con ellos
utilizando varillas negras para los negativos y rojas para
los positivos.

2.6 Transmision del sistema indo-arabigo
a Occidente

Varios autores del siglo XIII contribuyeron a esta di-
fusion, destacamos a: Alexandre de Villedieu (1225),
Sacrobosco (circa 1195, o 1200-1256) y sobre todo Leo-
nardo de Pisa (1180-1250). Este tdltimo, conocido co-
mo Fibonacci, viajo por Oriente y aprendié de los ara-
bes el sistema posicional hindd. Escribi6 un libro, EI Li-
ber abaci, que trata en el capitulo I la numeracién posi-
cional, en los cuatro siguientes las operaciones elemen-
tales, en los capitulos VI y VII las fracciones: comunes,
sexagesimales y unitarias (jno usa los decimales, princi-
pal ventaja del sistema!), y en el capitulo XIV los radica-
les cuadrados y ctibicos. También contiene el problema
de los conejos que da la serie: 1,1,2,3,5,8, ..., u, con
Up = Up—1 + Unp—2 .

No aparecen los niimeros negativos, que tampoco consi-

deraron los arabes, debido a la identificacion de niimero
con magnitud (jobstdculo que duraria siglos!). A pesar de

la ventaja de sus algoritmos de cdlculo, se desataria por
diversas causas una lucha encarnizada entre abacistas y
algoristas, hasta el triunfo final de estos tltimos.

2.7 Las fracciones continuas

Pietro Antonio Cataldi (1548-1626), aunque con ejem-
plos numéricos, desarrolla una raiz cuadrada en fraccio-
nes continuas como hoy: Queremos calcular N y sea
a el mayor nimero cuyo cuadrado es menor que N y
b= N?—a?,tenemos: N —a = (N?—a?)/(N +a) =
b/(2a+ N —a) = b/(2a+ (b/2a+...)) que con su nota-
cién escribia: n=a&b/2.a.&b/2.a... Asi 18=4&2/8.&2/8,
que da las aproximaciones 4+(1/4), 4+(8/33)...

Siendo asi los nimeros irracionales aceptados con toda
normalidad, pues se les podia aproximar ficilmente me-
diante niimeros racionales.

2.8 Primera formulacion de los nimeros
complejos

Los niimeros complejos eran en pocos casos aceptados
como raices o soluciones de ecuaciones (M. Stifel (1487-
1567), S. Stevin (1548-1620)) y por casi ninguno como
coeficientes). Estos ntimeros se llamaron inicialmente fic-
ticii 'ficticios’ (el término “imaginario” usado actualmente
es reminiscente de estas reticencias a considerarlos ni-
meros respetables). A pesar de esto G. Cardano (1501-
1576) conoce la regla de los signos y R. Bombelli (1526-
1573) las reglas aditivas a través de haberes y débitos, pe-
ro se consideran manipulaciones formales para resolver
ecuaciones, sin entidad al no provenir de la medida o el
conteo.

Cardano en la resolucién del problema dividir 10 en dos
partes tales que su producto valga 40 obtiene como solu-
ciones 5+ +/—15 (en su notacion Sp:Rm:15) y 5 —+/—15
(en su notacién Sm:Rm:15), soluciones que considerd
meras manipulaciones “sutiles, pero intitiles”.

En la resolucién de ecuaciones ctibicas con la férmula de
Cardano-Tartaglia, aunque las raices sean reales, apare-
cen en los pasos intermedios raices de niimeros negati-
vos. En esta situacién Bombelli dice en su Algebra que
tuvo lo que llamé “una idea loca”, esta era que los radica-
les podian tener la misma relacién que los radicandos y
operar con ellos, tratando de eliminarlos después. En un
texto posterior en 20 afios utiliza p.d.m. (+i) para ++/—1
y m.d.m. (—i) para —y/—1 dando las reglas para operar
con estos simbolos afiadiendo que siempre que aparece
una de estas expresiones aparece también su conjugada,
como en las ecuaciones de 22 grado que resuelve correc-
tamente. Da un método para calcular a + bi .
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2.9 Generalizacion de las fracciones deci-
males

Aunque se encuentra un uso mas que casual de las frac-
ciones decimales en la Arabia medieval y en la Europa
Renacentista, y ya en 1579 Vieta (1540-1603) proclama-
ba su apoyo a éstas frente a las sexagesimales, y las acep-
taban los matemadticos que se dedicaban a la investiga-
cion, su uso se generalizé con la obra que Simén Stevin
publicé en 1585 De Thiende (La Disme). En su defini-
cién 12 dice que la Disme es un especie de aritmética que
permite efectuar todas las cuentas y medidas utilizando
Unicamente nimeros naturales. En las siguientes define
nuestra parte entera: cualquier niimero que vaya el prime-
ro se dice comienzo y su signo es (0), (1 posicion decimal
1/10). El siguiente se dice primera 'y su signo es (1) (segun-
da posicion decimal 1/100). El siguiente se dice segunda
(2). Es decir, los nimeros decimales que escribe: 0,375
como 3(1)7(2)5(3), 6 372,43 como 372(0)4(1)3(2). Ana-
de que no se utiliza ningtin niimero roto (fracciones), y el
numero de los signos, exceptuando el 0, no excede nunca
al.

Esta notacién la simplificé Jost Burgiii (1552-1632) eli-
minando la mencién al orden de las cifras y sustituyéndo-
lo por un ".” en la parte superior de las unidades 372-43,
poco después Magin (1555-1617) usé el ".” entre las uni-
dades y las décimas: 372.43, uso que se generalizaria
al aparecer en la Constructio de Napier(1550-1617) de
1619. La ",” también fue usada a comienzos del siglo

XVII por el holandés Willerbrod Snellius: 372,43.

2.10 El principio de induccién matematica

Su antecedente es un método de demostracion, llamado
induccién completa, por aplicacién reiterada de un mis-
mo silogismo que se extiende indefinidamente y que usé
Maurolyco (1494-1575) para demostrar que la suma de
los primeros n nimeros naturales impares es el cuadrado
del n -ésimo término, es decir 1 + 3+ 5+ 7+ --- +
(2n — 1) = n? . Pascal (1623-1662) usé el método de
induccién matemadtica, en su formulacién abstracta, tal y
como lo conocemos hoy para probar propiedades rela-
tivas al tridngulo numérico que lleva su nombre. La de-
mostracién por induccién consta siempre de dos partes:
el paso base y el paso inductivo, los cuales se describen a
continuacién en notacién moderna:

Si S es un subconjunto de los nimeros naturales (deno-
tado por N ) donde cada elemento n cumple la propiedad
P(n) y se tiene que:

1. 0 pertenece a S .

2. Elhecho de que n sea un miembro de .S implica que
n + 1 también lo es.

entonces S = N, es decir que todos los niimeros natura-
les n tienen la propiedad P(n) .

2 HISTORIA DEL CONCEPTO DE NUMERO

De manera intuitiva se entiende la induccién como un
efecto domind. Suponiendo que se tiene una fila infini-
ta de fichas de domind, el paso base equivale a tirar la
primera ficha; por otro lado, el paso inductivo equivale a
demostrar que si alguna ficha se cae, entonces la ficha si-
guiente también se caerd. La conclusion es que se pueden
tirar todas las fichas de esa fila.

2.11 La interpretacion geométrica de los
nimeros complejos

Esta interpretacion suele ser atribuida a Gauss (1777-
1855) que hizo su tesis doctoral sobre el teorema fun-
damental del dlgebra, enunciado por primera vez por Ha-
rriot y Girard en 1631, con intentos de demostracion rea-
lizados por D’Alembert, Euler y Lagrange, demostrando
que las pruebas anteriores eran falsas y dando una de-
mostracién correcta primero para el caso de coeficientes,
y después de complejos. También trabajé con los nlime-
ros enteros complejos que adoptan la forma a + b , con
a 'y b enteros. Este simbolo 4 para v/—1 fue introducido
por primera vez por Euler en 1777 y difundido por Gauss
en su obra “Disquisitiones arithmeticae” de 1801.

La representacién gréfica de los nimeros complejos ha-
bia sido descubierta ya por Caspar Wessel (1745-1818)
pero pasé desapercibida, y asi el plano de los nimeros
complejos se llama “plano de Gauss” a pesar de no publi-
car sus ideas hasta 30 afios después.

Desde la época de Girard (mitad siglo XVII) se conocia
que los niimeros reales se pueden representar en corres-
pondencia con los puntos de una recta. Al identificar aho-
ra los complejos con los puntos del plano los matematicos
se sentirdn cOmodos con estos nUmeros, ver es creer.

2.12 Descubrimiento de los nameros tras-
cendentes

La distincién entre nimeros irracionales algebraicos y
trascendentes data del siglo X VIII, en la época en que Eu-
ler demostré que e y e? son irracionales y Lambert que lo
es 7. Los trabajos de Legendre sobre la hip6tesis de que
7t podia no ser raiz de una ecuacién algebraica con coe-
ficientes racionales, seflalaron el camino para distinguir
distintos tipos de irracionales. Euler ya hacia esta distin-
cién en 1744 pero habria que esperar casi un siglo para
que se estableciera claramente la existencia de los irracio-
nales trascendentes en los trabajos de Liouville, Hermite
y Lindeman.

Liouville (1809-1882) demostr6 en 1844 que todos los
ntimeros de la forma a; /10 + as/10% + a3/10% + ...
(p-e. 0,101001.....) son trascendentes.

Hermite (1822-1901) en una memoria “Sobre la funcion
exponencial” de 1873 demostro la trascendencia de e pro-
bando de una forma muy sofisticada que la ecuacion:
co+cie+ ... + cpe™ = 0 no puede existir.
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2.14  Algebras hipercomplejas

Lindeman (1852-1939) en la memoria “Sobre el niimero
e ” de 1882 prueba que el nimero e no puede satisfacer
la ecuacién: cie” + coe® +............ +cpe® =0conzxy
¢; algebraicos, por tanto la ecuacién e® + 1 = 0 no tiene
solucién para x algebraico, pero haciendo = = 7 tenemos
e™ +1 = 0, entonces = 7i no puede ser algebraico y
como i lo es entonces  es trascendente.

El problema 7 de Hilbert (1862-1943) que plantea si a’ ,
con a algebraico distinto de cero y de uno, y b irracional
algebraico, es trascendente fue resuelto afirmativamente
por Gelfond (1906-1968) en 1934. Pero no se sabe si son
trascendentes o no: e€ , e s eeee
si que son trascendentes.

, ... Sinembargoey 1/e

2.13 Teorias de los irracionales

Hasta mediados del siglo XIX los matematicos se con-
tentaban con una comprension intuitiva de los niimeros y
sus sencillas propiedades no son establecidas l6gicamente
hasta el siglo XIX. La introduccién del rigor en el andlisis
puso de manifiesto la falta de claridad y la imprecision del
sistema de los nimeros reales, y exigia su estructuracion
l6gica sobre bases aritméticas.

Bolzano habia hecho un intento de construir los niime-
ros reales basandose en sucesiones de nimeros raciona-
les, pero su teoria pas6 desapercibida y no se publicé has-
ta 1962. Hamilton hizo un intento, haciendo referencia a
la magnitud tiempo, a partir de particiones de niimeros
racionales:

. ni
sia = —,
mq

ni
cuando b = —
mi

. )
ysia = —
ma
2
na
— — a:\/l;
my

cuando b =

pero no desarrollé més su teoria.

Pero en el mismo afio 1872 cinco matematicos, un fran-
cés y cuatro alemanes, publicaron sus trabajos sobre la
aritmetizacion de los nimeros reales:

e Charles Meray (1835-1911) en su obra “Noveau
precis danalyse infinitesimale” define el nimero
irracional como un limite de sucesiones de nimeros
racionales, sin tener en cuenta que la existencia mis-
ma del limite presupone una definicién del niimero
real.

e Hermann Heine (1821-1881) publicd, en el Journal
de Crelle en 1872, su articulo “Los elementos de la

teoria de funciones”, donde proponia ideas simila-
res a las de Cantor, teoria que en conjunto se llama
actualmente "teoria de Cantor-Heine".

e Richard Dedekind (1831-1916) publica su “Stetig-
keit und irrationale zahlen”. Su idea se basa en la
continuidad de la recta real y en los “agujeros” que
hay si s6lo consideramos los nimeros racionales. En
la seccién dedicada al “dominio R’ enuncia un axio-
ma por el que se establece la continuidad de la rec-
ta: “cada punto de la recta divide los puntos de és-
ta en dos clases tales que cada punto de la primera
se encuentra a la izquierda de cada punto de la se-
gunda clase, entonces existe un tinico punto que pro-
duce esta division”. Esta misma idea la utiliza en la
seccion “creacion de los niimeros irracionales” pa-
ra introducir su concepto de “cortadura”. Bertrand
Russell apuntaria después que es suficiente con una
clase, pues esta define a la otra.

e Georg Cantor (1845-1918). Define los conceptos
de: sucesién fundamental, sucesion elemental, y 1i-
mite de una sucesion fundamental, y partiendo de
ellos define el nimero real.

e Karl Weierstrass (1815-1897). No llegé a publicar
su trabajo, continuacién de los de Bolzano, Abel y
Cauchy, pero fue conocido por sus ensefianzas en
la Universidad de Berlin. Su caracterizacion basada
en los “intervalos encajados”, que pueden contraer-
se a un nimero racional pero no necesariamente lo
hacen, no es tan generalizable como las anteriores,
pero proporciona facil acceso a la representacion de-
cimal de los nimeros reales.

2.14 Algebras hipercomplejas

La construccion de obtencion de los nimeros complejos
a partir de los nimeros reales, y su conexion con el grupo
de transformaciones afines en el plano sugiri6 a algunos
matematicos otras generalizaciones similares conocidas
como numeros hipercomplejos. En todas estas generali-
zaciones los nimeros complejos son un subconjunto de
estos nuevos sistemas numéricos, aunque estas generali-
zaciones tienen la estructura matemadtica de 4lgebra sobre
un cuerpo, pero en ellos la operacién de multiplicacién no
es conmutativa.

2.15 Teoria de conjuntos

La teoria de conjuntos sugirié muchas y variadas formas
de extender los nimeros naturales y los nimeros reales
de formas diferentes a como los niimeros complejos ex-
tendian al conjunto de los nimeros reales. El intento de
capturar la idea de conjunto con un nimero no finito de
elementos llevé a la aritmética de niimeros transfinitos
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que generalizan a los naturales, pero no a los nimeros
enteros. Los nimeros transfinitos fueron introducidos por
Georg Cantor hacia 1873.

Los nimeros hiperreales usados en el andlisis no estandar
generalizan a los reales pero no a los niimeros complejos
(aunque admiten una complejificacion que generalizaria
también a los nimeros complejos). Aunque parece los
nimeros hiperreales no proporcionan resultados matema-
ticos interesantes que vayan mds alla de los obtenibles en
el andlisis real, algunas demostracciones y pruebas ma-
tematicas parecen mdas simples en el formalismo de los
ndmeros hiperreales, por lo que no estdn exentos de im-
portancia préctica.

2.16 Socialmente

e Los nimero naturales por la necesidad de contar

e Los nimeros fraccionarios por la necesidad de me-
dir partes de un todo, y compartir

e Los enteros negativos por fenémenos de doble senti-
do: izquierda-derecha, arriba-abajo, pérdida- ganan-
cia

e Los nimeros reales por la necesidad de medir seg-
mentos

e Los nimeros complejos por exigencias de resolver
ecuaciones algebraicas, como el caso de la cubicas o
dex?+1=080!

3 Sistemas de representacion de los
nimeros

Los niimeros como expresion de cantidades aparecen en
todas las culturas humanas. Incluso los grupos humanos
con culturas materiales mas simples disponen en su len-
gua de alguna manera para expresar cantidades en for-
ma numérica, al menos hasta cierto nimero, mediante
palabras que designa a estos nimeros (palabras numera-
les). El advenimiento de la escritura también comport6 la
bisqueda de sistemas de representacion grafica para los
ndmeros, estos sistemas van desde sistemas muy simples
basados en rayas a sistemas elaborados que permiten ex-
presar niimeros elevados.

3.1 Cifra, digito y numeral

Una de las formas mas frecuentes de representar nimeros
por escrito consiste en un “conjunto finito de simbolos” o
digitos, que adecuadamente combinados permiten formar
cifras que funcionan como representaciones de niimeros
(cuando una secuencia especifica de signos se emplea para
representar un nimero se la llama numeral, aunque una
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cifra también puede representar simplemente un cédigo
identificativo).

3.2 Base numérica

Tanto las lenguas naturales como la mayor parte de siste-
mas de representaciéon de nimeros mediante cifras, usan
un inventario finito de unidades para expresar una can-
tidad mucho mayor de nimeros. Una manera importan-
te de lograr eso es el uso de una base aritmética en esos
sistemas un nimero se expresa en general mediante su-
ma o multiplicacién de nimeros. Los sistemas puramen-
te aritméticos recurren a bases donde cada signo recibe
una interpretacion diferente segiin su posicion. Asi en el
siguiente numeral arabigo (base 10):

13568

El <8> por estar en dltima posicién representa unidades,
el <6> representa decenas, el <5> centenas, el <3> mi-
llares y el <1> decenas de millares. Es decir, ese numeral
representara el nimero:

nesses) = 1-10* +3-10%+5-10%+6-
10! +8-10° = 13568

Muchas lenguas del mundo usan una base decimal, igual
que el sistema ardbigo, aunque también es frecuente que
las lenguas usen sistemas vigesimales (base 20). De hecho
la idea de usar un niimero finito de digitos o signos pa-
ra representar nimeros arbitrariamente grandes funciona
para cualquier base b, donde b es un niimero entero mayor
o igual que 2. Los ordenadores frecuentemente usan para
sus operaciones la base binaria (b = 2), y para ciertos usos
también se emplea la base octal (b =8 ) o hexadecimal (b
= 16). La base coincide con el nimero de signos prima-
rios, si un sistema posicional tiene b simbolos primarios
que designaremos por {0,1,2...,b— 1}, el numeral:

SnSn_1...592515 S €
{0,1,2...,b— 1}

Designard al nimero:

TS, Sn_1...825150) = On *b" + -+ 5a -

b2 45y b+ Sy - b0 = % SybF

3.3 Numeros en las lenguas naturales

Las lenguas naturales usan nombres o numerales para los
nimeros frecuentemente basados en el contaje mediante
dedos, razén por la cual la mayoria de las lenguas usan
sistemas de numeracion en base 10 (dedos de las manos) o
base 20 (dedos de manos y pies), aunque también existen
algunos sistemas exdticos que emplean otras bases.


https://es.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_hiperreales
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero#cite_note-5
https://es.wikipedia.org/wiki/Base_(aritm%C3%A9tica)
https://es.wikipedia.org/wiki/Lengua_natural
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(2]
(3]

(4]

(5]

5.1

Enlaces externos

Referencias

AL Fetisov. Acerca de la demostracion en geometria. Ei-
torial Mir, Mosct (1980)

DRAE

Ian Stewart, Historia de las matemdticas, Critica, 2008.
ISBN 978-84-8432-369-3 p. 12-13

Tan Stewart, Historia de las matemdticas, Critica, 2008.
ISBN 978-84-8432-369-3 p. 14

Trejo: El concepto de niimero

Véase también

Sistema de numeracion
Cifra
Anexo:Numeros

Anexo:Nombres de los nimeros en espafiol

Enlaces externos
o) Wikiquote alberga frases célebres de o sobre

Nuamero. Wikiquote

@ Wikimedia Commons alberga contenido multi-
media sobre NdmeroCommons.


http://buscon.rae.es/draeI/SrvltGUIBusUsual?TIPO_HTML=2&TIPO_BUS=3&LEMA=n%25C3%25BAmero+
https://es.wikipedia.org/wiki/Ian_Stewart
https://es.wikipedia.org/wiki/Special:BookSources/9788484323693
https://es.wikipedia.org/wiki/Ian_Stewart
https://es.wikipedia.org/wiki/Special:BookSources/9788484323693
https://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_de_numeraci%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/Cifra_(matem%C3%A1tica)
https://es.wikipedia.org/wiki/Anexo:N%C3%BAmeros
https://es.wikipedia.org/wiki/Anexo:Nombres_de_los_n%C3%BAmeros_en_espa%C3%B1ol
https://es.wikipedia.org/wiki/Wikiquote
https://es.wikiquote.org/wiki/:N%C3%BAmero
https://es.wikiquote.org/wiki/:N%C3%BAmero
https://es.wikipedia.org/wiki/Wikimedia_Commons
https://commons.wikimedia.org/wiki/Numbers
https://commons.wikimedia.org/wiki/Numbers
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