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1) Introduccion:

> En el s. XVII Antoine Gomband, mas conocido como el Caballero de la Mére, propone a Pascal
el siguiente problema:“al lanzar 24 veces un par de dados, ante la apariciéon de por lo menos un seis
doble en las 24 tiradas, ;jes lo mismo apostar la misma cantidad a favor que en contra?”

> En relacion a este problema y otros de la misma indole se inicia una relacion epistolar entre
Pascal y Fermat que se considera el inicio del Célculo de Probabilidades.

> La historia del Calculo de Probabilidades comienza con Jakob Bernouilli y de Moivre, quien
formula y prueba por primera vez el Teorema Central del Limite. La obra péstuma de Bernouilli,
quien perteneci6 a una extensa saga familiar suiza de matematicos y fisicos, “El arte de pronosticar”
constituye el primer tratado importante acerca de probabilidades.

> Moivre (s. XVII-s. XVIII), matematico francés, formulé la probabilidad de sucesos independientes.
Public6 varias obras donde estudiaba la probabilidad compuesta y a principios del s.XVIII aparece
en su obra, por primera vez, la campana de Gauss.

> Karl Friedrich Gauss (s. XVIII - s. XIX) fue un matematico y fisico aleman con contribuciones
esenciales en el campo de la fisica y la astronomia. En lo concerniente a las Matematicas, abarca
un nimero muy amplio de ramas: desarrolla el Teorema de los Ntimero Primos, una geometria no
euclidea por primera vez, el método de los minimos cuadrados, las leyes bésicas de la probabilidad,...

> Entre Moivre y Gauss nos encontramos con Pierre Simon, marqués de Laplace. También
mencionamos a Simeon Denis Poisson (s. XVIII - s. XIX) quien trabajo sobre los resultados de
Laplace y analiza sucesos de probabilidad muy pequena, lo que le condujo a la distribucién que hoy
lleva su nombre.



2) Definiciones:

>> Definicién: sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad asociado a un experimento aleatorio.
Decimos que X : 2 — R es una variable aleatoria <— la imagen inversa de cualquier conjunto
Borel es un elemento de A.

> Nota: la o-algebra de los conjuntos de Borel es la o-dlgebra mas pequena que contiene a todos
los abiertos de R.

> Proposicién: son equivalentes

a) X es una variable aleatoria

¢) La imagen inversa de cualquier cerrado de R pertenece a A

d

)

b) La imagen inversa de cualquier abierto de R pertenece a A
)
) X

1]~ 00,2]) € A, Vz € R

>> Definicion: si suponemos que X = X(a) toma un conjunto numerable de valores reales {z,}
y el conjunto A, = {a € Q/X(a) = z,,} es tal que A, € A, diremos que X : (2, 4, P) — R es una
variable aleatoria discreta.




3) Variables Aleatorias Discretas:

> Distribucion de Probabilidad:

> Previamente, veamos como a un suceso cualquiera se le puede asignar una variable aleatoria.
Sea un suceso aleatorio A, definimos la variable aleatoria indicador de A, x4 dada por: x4 = {1 si
se presenta A al realizar el suceso; 0 si no se presenta A}. Por tanto tenemos:
Plxa = 1] = P(A), Plxa = 0] = P(A) = 1 — P(4)

Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores x,, con n = 1,2,.... Vamos a asociarle a
esta v.a. un conjunto de sucesos: sea el suceso A definido por 0 # A,, = {a € Q tq X(a) = z,}.

1) A, NA, =0sin#m,puessiac A,NA, = X(a) =1z, =2z, lo que es una contradiccion.
Luego los {A,,} son incompatibles.

) U4
P(|JAn) =) P(A,)=P(Q) =1

Las condiciones (1) y (2) definen lo que se llama un sistema completo de sucesos y si también se
verifica (3) tenemos una distribucion de probabilidad (finita o numerable).

> Definicién: una distribuciéon de probabilidad se puede considerar como la sucesion de probabilidades
que corresponden a los sucesos de un sistema completo o como la sucesion de probabilidades con que
la variable aleatoria toma sus valores. P, = P[X = z]

>> Teorema: si X es una v.a. discreta definida en (2,4, P) = Y = ¢(X) tal que ¢(X) es un
funcion real cualquiera, es otra v.a. definida en (2, A, P).

> Funcién de Distribucion:

> Definicién: llamamos funcion de distribuciéon de una v.a. discreta, y la notamos por F'(x), al
valor P X <z],Vx € R; F(x) = P[X <z] = ZP = ]

i<z

> Propiedades:
1) F(z) es continua por la derecha Vo € R
2) F(x) es creciente y no negativa

3) lim F(x)=0; lim F(z)=1

T——00 T—+00



> Nota: a partir de F(z) podemos conocer probabilidades como Pla < X < b] = F(b) — F(a).
Ademas F(x) tiene la ventaja de ser una funcion real de variable real, cosa que no suele ocurrir con
la variable aleatoria X. Ademas, si tenemos F' : R — R cumpliendo (1), (2) y (3) = F es la funciéon
de distribucion de alguna variable aleatoria X.

> Momentos de una v.a. discreta:

>> Sea X una v.a. discreta definida sobre (2, A, P) y sean z,;. j =1,2... los valores que toma X
con probabilidades respectivas p;, es decir: P[X = x;] = p,

> Definicién: llamaremos media/esperanza matemética al nimero F[X] = Z x;-p; en caso de
j=1
existir. La esperanza es un operador lineal, esto es: E[aX 4+ bY] =a - E[X] + b E[Y]

> Definicién: sea X una v.a. discreta definida sobre (2, A, P) y supongamos que existe E[X"],
n € N. A dicho valor lo llamaremos momento no centrado de orden “n” de la v.a. X.
Si JE[X"] — JE[X*], Vk < n. Lo notaremos por m,,.

> Definicién: supongamos que existe F[X"], llamamos momento centrado de orden “n” al valor
pn = E[(X —m)"] = E[(X = BX])"]
Sidun — pg, Yk <n

> Proposiciéon: de la linealidad de la esperanza se deducen las siguientes formulas:

n

n 2 AL n
® [, =My — <1>m1 “Mp—1 + <2)m1'mn72+-"+(_1) <n)m1

n n\ o ny .,
o =t () e+ ()i g ot ()t

> Definicion: si existe E[X?], uy recibe el nombre de varianza de X y la notamos por o2.

> Definicién: llamamos desviacion tipica a: +v o2 = o

De las formulas obtenemos que: uy = 0? = E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X])?

Proof. pg = msy — G)ml “mq + @)m% =my —m? = E[X?] — (E[X])? O



> Funcion Generatriz de Momentos:

> Sea X una v.a. discreta definida sobre (€, A, P).

oo
> Definicién: la funcion M(t) = E[e™®] = Z e"* se llama funcion generatriz de momentos de

k=0
la variable aleatoria X, en caso de estar definida en un entorno de t = 0, |—e¢, €|

> Se puede demostrar que si existe la f.g.m. entonces es infinitamente derivable en ¢ = 0 y,
ademas, se obtiene que M™(0) = E[X"] = m,,, es decir, nos da los momentos no centrales sin mas
que derivar en cero.

> Definicién: llamamos funcion caracteristica a: x(t) = F[e™] = M (i - t)




4) Distribucién Binomial:

>> La llamada distribucién de Bernouilli considera un experimento con dos tnicos resultados (éxito
o fracaso) con sus respectivas probabilidades p y ¢(= 1 — p). Si X es la v.a. “nimero de éxitos”, la
distribucion de probabilidades es:

PX=1]=p PX=0=¢gq=1-pyZ=EX]=p,0>=p-q

> Por ejemplo: obtener cara al lanzar una moneda, obtener un 6 en el lanzamiento de un dado,...

“n” veces tal que sean pruebas independientes lo que

Si repetimos el experimento de Bernouilli
obtenemos es la llamada Distribuciéon Binomial.
En relacion al experimento aleatorio dado, consideremos el suceso A (éxito) y su complementario A
(fracaso). Supongamos que P(A) = p, P(A) =1 —p = q. Ademas, la probabilidad se mantiene fija

en cada observacion y no depende de los resultados anteriores.

> Definicién: definimos la variable binomial X como el niimero de éxitos tras “n” pruebas.
> Distribucién de probabilidad: P[X = k] = (Z) Pk gk
Proof. Veamos que cumple las condiciones para ser distribuciéon de probabilidad:
a) P[X =k] >0 por ser p,q > 0.
b) iP[sz] = (n>p°-qn+---+ (n>p”-q0= P+ =1
prd 0 n
k n—k
Supongamos que tenemos “k” éxitos en “n” tiradas. Una manera de obtenerlos es A~ -~ AA~- " Ay

P[A---AA---Al=p---p-q---q=p*-¢"*. Pero cualquier reajuste de “k” éxitos y “n — k” fracasos
nos vale, luego: PRE"F = (O = <Z) con lo que concluimos: P[X = k| = (Z)pk gk

]

> Como depende de dos parametros (“n” y “p”) la llamamos binomial de parametros ny py la

notamos por B(n,p). Como Z( ) F¢"F = (p 4 ¢)" = 1 observamos que para el suceso seguro

tenemos el binomio de Newton de ahi el nombre de Binomial.

>> Funcidén de distribuciéon: F(x) = Z(Z)pkq”’k donde z € [0,n] ysiz <0 — F(z) =0y

k<z
sizx>n— F(z)=1
>> Esperanza: E[X|]=n-p
Proof. E[X] = i(TL)/’f i = ( (=) pkilq””“) np=n-plp+1-p" ' =n-p
= \k — (k—1l(n —k)!

]



> Funcion generatriz de momentos: M(t) = [p-e' + (1 —p)]"

Proof. Ele"] = i(ﬁ) et phe = i(@ (pe')" - (L=p)"* = [p-e'+ (1= p)]"

]

> Distribucién multinomial: es una generalizaciéon de la Binomial. Supongamos el espacio
muestral Q = {A;,..., A;} que consta de “s” sucesos son probabilidades py, ..., ps y tal que p; +...+
ps = 1. Supongamos que se realizan “n” pruebas. La probabilidad de que A; se repita k; veces,. ..
,Ag se repita k, veces es:

n!
m.p]fl...pgs,talquek’l+...+k3:n
e k!

n!
donde P = PR;? """ ks.

k- k!
uego: P[{A; it — PR P, Pk

> Por ejemplo: si lanzamos un dado de seis caras ocho veces, la probabilidad de obtener dos
unos, dos cincos y el resto de las caras una vez es:

e () (5) @) ) @) )



5) Distribucién de Poisson:

> También llamada “Ley de los sucesos raros”. Se aplica en situaciones en se tiene una Binomial
con p~> 0y n>>ydonde n-p se mantiene constante a A > 0. La distribucién de probabilidad se
obtiene haciendo el limite n — oo de la Binomial.

_ T N\ ki \n—k _ 1 n! ki1 _ \n—k __ o _
Proof. Pl = k] = JL%(k)p (L—p)" " = T}ggo—k!(n_k)!p (L=p)" " ={n-p=r>0} =
1 E—1
- | — - — = — |1 - — —
n—oo kl(n — k)!'\n n k! n—oo n (1 B é)k
n
= { el primer término tiende a e~ y el segundo tiende a 1} = ~— - e™*

k!
]

> Definicién: sea X una v.a. discreta sobre €2, A4, P). Se dice que X ~ P()) es una v.a. de

)\k
Poisson de parametro A > 0 si £ toma los valores 0, 1,2, ... con probabilidades: P[§ = k] = e*AF

> Es una distribuciéon de probabilidad:

Proof. ZP[S =k]= Ze_’\y —e et =1
k=0 k=0 '

La distribucién de Poisson se aplica en situaciones como:

1) Nuamero de radiaciones radioactivas

2) Numero de partos triples por ano

3

)
)
) Nuamero de llamadas telefonicas por minuto
4) Los primeros ejemplos aplicados fueron contando los muertos por coz en el ejército prusiano
durante 20 anos en 10 cuerpos de caballeria.

> Propiedades:
1) Es asimétrica y cuando A — oo el coeficiente de apuntamiento se hace cero.

2) La distribucion de Poisson, P()) se considera una buena aproximacion a la B(n,p) en el caso
n-p<5b5yp<0,1on>100y p < 0,05. El interés de sustituir la Binomial por la Poisson
radica en esta ultima depende de un solo pardmetro, \, mientras que la Binomial lo hace de
dos: n y p.

)\k
., . . oa . o AN
>> Funcién de distribucion: F(z) = g e




> Esperanza: E[X] = A

0 )\k e )\k—l
Proof. E[X] = (e_)‘—) k= e_’\)\z =X-er. et =
k=0 '

> Varianza: ¢%[X] = A

Proof. E[X?| = Z kze_)‘y
k=0 '

= Meded 4 A= A2 4 )
X =EX] -EXPZ=M4+A-X\ =)

> Funcién generatriz de momentos: M (t) = ¢~

Proof. M(t) = E[e'] = Zetke’)‘ﬁ =e . Z
k=0 ’




6) Ademas:

> Ademés de las contempladas aqui, existen otras distribuciones discretas como:
1) Distribuciéon uniforme discreta
2) Distribucion hipergeométrica

4

)
)
3) Distribucion geométrica o de Pascal
) Distribucion binomial negativa

)

5) Etc.

> Por 1ltimo, se podria acometer la aproximacién de una distribucién empirica por una distribuciéon
tedrica: por ejemplo, si una variable estadistica satisface “a priori” las condiciones de una Binomial,
;cudl de las binomiales sera la mas proxima? Para ello se necesita considerar:

a) Una medida en la distancia entre la empirica y la distribucién ajustada

b) Un medio de apreciar la distancia medida

> Se demuestra que, entre todas las binomiales, la que mejor se aproxima a una empirica de

. En el caso de la Poisson, el pardmetro serd la media: A =7

3|8l

media T , es la Binomial tal que p =



