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1) Introduccion:

> Laplace: el cientifico francés Laplace (XVIII - XIX) fue la primera persona en definir el concepto de
Probabilidad:“la teoria de probabilidad es, en el fondo, sélo sentido comin expresado con ntimeros”.
En su “Teoria Analitica de las Probabilidades” (s.XIX) introdujo por primera vez el Anéalisis al
estudiar fenémenos aleatorios. En esa misma obra aparecen también el principio de los ntmeros
cuadrados, la (posteriormente) llamada Regla de Bayes asi como el concepto de funcion generatriz.

> Normal: este tema, definiciones previas al margen, esta centrado en la distribuciéon Normal y
su estudio béasico (esperanza, varianza, T? Central del Limite,...). En la literatura podemos encontrar
otros nombres para esta distribucion: distribuciéon de Gauss, campana de Gauss o distribucion de

+o0 22
Gauss-Laplace (pues Laplace parece ser fue el primero en demostrar que / e” 2 =/ 27r>.

—00

> de Moivre: Por otra parte, otros autores consideran que el primero en trabajar sobre la Normal
fue el francés Abraham de Moivre (XVII-XVIII), exiliado en Londres y amigo de Newton. A finales del
s.XVIII publica una obra donde aparece, por primera vez, la distribucion Normal (aunque obviamente
él no la llamaba asi).



2) Definiciones:
> Sea un espacio de probabilidad (2,4, P) donde € es un conjunto, A una o-algebra sobre Q) y
P : A— R una funcion de probabilidad sobre A.

> Definicién: una funcion X : Q — R es una variable aleatoria sobre (2,4, P) si se cumple que
X~1(B) € A, VB C R conjunto Borel.

> Definicién: aquellas variables aleatorias que toman un ndmero finito o numerable de valores
son llamadas discretas (Binomial, Poisson, Hipergeométrica,...). En caso contrario son llamadas
continuas.

> Nota: las variables aleatorias continuas sirven para medir la vida de un virus, peso de la
poblacién, alturas,... donde pueden tomar cualquier valor entre dos dados.

>> Definiciéon: dada X v.a. definida sobre (22,4, P). A la funcion F' : R — R dada por
z+— f(z) = P[X < z] la llamaremos funciéon de distribuciéon de X.

> Nota: asi definida, F'(z) es la probabilidad del conjunto de sucesos de 2 tales que la imagen
por X sea menor o igual a “x”; es decir:

F(z) = Pl{w € Q/X(w) < z}] = Pl{w € Q/w € X} (~o0, z]}]

> Propiedades:

1) VzeR, 0< F(x) < 1.
Dem. Directamente de la definicion. O
2) F(—o0) =0, F(+) =1

Dem. (1) F(—o0) = lim P[X<z]= P[xl_i>r_noo{w € Q/X(w) <z} = P[] =
[

(2) F(+o0) = lim_ PX<a=P lim {i € Q/X(w) < ] = PI0) =1 0

3) Vay, 23 € R con 1 < 29 — F(21) < F(x9)
4) F(z) es continua por la derecha Vx € R.

Dem. Sea h — 07, entonces: lim (F(x 4+ h) — F(z)) = lim Pla < X<z +h]=P[lim {w €
h—0+t h—0+ h—0+t

Q/r <X(w) <z+h}]=PB]=0 O



> Nota: cuando consideramos variables aleatorias discretas la funciéon de distribucién cumplia las
propiedades que acabamos de senalar y en el conjunto de puntos en los que la v.a. X tomaba valores,
se producia un salto cuya amplitud era la probabilidad del punto donde se producia. Recordemos
que una funcion es absolutamente continua si Ve > 0, 36 > 0 tal que V |aq, b1],...,]a,, b,] disjuntos

n

verificando que Z b; —a;| <= Z |F(bj) — F(aj)| < e. Tenemos que si F' es absolutamente
j=1

continua — F' uniformemente continua — F' continua.

>> Definicién: diremos que la v.a. X definida sobre (€, A, P) es continua si la funcion de
distribucion de X es absolutamente continua.

>> Nota: para una v.a. continua se verifica que: P[X = ] = 0; Plr; < X < 5] = Plz; < X <
xo] = Plry < X < x9] = Plr; < X < 25]. Dado que una funcién absolutamente continua es derivable
salvo en un conjunto de medida cero, no debemos derivar sin cuidado. Sea T'= {z € R tq 3F'(z)}.

> Definicién: definimos la funciéon de densidad de la v.a. continua X como la funcion:

F'(z) VYxeT

f(z) =
0 Vee R—-T

> Propiedades:

1) Como F' es creciente y derivable en T — f(z) = F'(z) > 0, Vo € T. Esto nos dice que
f(z) >0, Vo € R.

2) Fla) = [ " f)dy.

Dem. al—i>IPOO ’ f(z)dx = Cvl_i>r_1r100[F(9c) —F(a)] = F(x) — 0= F(x) O
3) Pl <X <my| = h f(x)dx
Dem. F(x3) — F(x1) = _ZQ f(z)dz — /_1"1 f(z)de = h (x)dx O
4) _+<><> f(x)dx =1
+oo z1 +oo
Dem. : f(x)dx = / f(x)dx+ ()dr = F(x1)—F(—00)—F(x1)+ F(+00) =1 O

> Nota: otro camino para definir una v.a. continua a partir de una funcién “f” verificando que
+o0o

f(z) >0, VzeRy f(z)dz =1 (es decir, propiedades 1 y 4), es llamar F(z) = / f(t)dt =

Plx < z].



> Definicién: sea X una v.a. continua. Diremos que es simétrica respecto de xg si se cumple
que:

PIX>zg+ 2] = PIX <1xy— 7

Si g = 0, diremos que es simétrica respecto del origen.

> Teorema sean X v.a. continua sobre (£2, A, P), h : R — R medible Borel tal que h'(z) > 0,
Vo € R. Entonces h o X es una nueva v.a. continua con funcion de distribucion H(z) = F(h™!(x)
donde F es la funcidon de distribucion de X.



3) Momentos de una variable aleatoria continua:

>> Definicién: sea X una v.a. continua con funciéon de densidad f(x).
+oo

Supongamos que / |z| - f(z)dxr < oo. Definimos la esperanza matematica, F[X], de la v.a. X

—00

como:

EX] = /jooac - f(x)dz,

o0

que representa el promedio de la distribucion.

> Propiedades:
1) Si X es simétrica respecto de zp € R, E[X] =z, (en caso de que exista).

2) Ela-X+b =a-E[X]+b, Va, b € R, es decir, es un operador lineal.

> Definicién: sea X una v.a. continua con funciéon de densidad f(x).
+oo
Supongamos que / |z|™ - f(x)dr < oco.
—0o0

Llamaremos momento no centrado de orden “n”/momento de orden “n” respecto al origen al valor:

my = E[X"] = /m o f(a)da

—00

>> Definicién: bajo las mismas condiciones anteriores, si IF[(X — X)"] lo llamaremos momento
centrado de orden “n”:

> Definicién: 1,, en caso de existir, se llama varianza de X, lo notaremos por o2 y es la medida
o6ptima de dispersion.

> Definicién: llamaremos desviacion tipica a la raiz cuadrada positiva de la varianza:

o=+Vo?

> Propiedades:
1) Si existe el momento de orden “n”— existen todos los anteriores.

2) Se verifica que o%[a - X + b] = a* - 0*[X].

3) Se cumple la siguiente relacion entre los momentos: u, = F[(X—X)"| = Z(—l)k (Z) My
k=0

4) Teorema de Koning: % = py = E[X?] — (E[X])?




> Definicién: si F'(x) es la funcién de distribucion de la v.a. continua X, llamamos mediana de X

al calor de la variable “z” tal que F(x) = %, es decir, aquel que divide a la poblacion en dos partes

iguales.

>> Definicién: llamaremos moda de X al valor de la variable que maximiza f(z).

> Definicion:si F[X] # 0, se llama coeficiente de variacion de X al cociente:

EX]’

> Definicién: sea la v.a. continua X, llamamos funcion generatriz de momentos, f.g.m. a la
funcion: Mx(t) = E[e®®] en caso de que exista para t €] — ¢, €| entorno abierto de cero.

> Propiedades:

1) Sidos v.a. continuas tienen la misma f.g.m. en un entorno de cero — tienen la misma funcion

de densidad.

2) Si dMx(t) en | — €, [— es infinitamente derivable en ¢ = 0 y se cumple que:
M (0) = E[X"] = my, ¥n € N.

> Desigualdad de Tchebycheff: sea X una v.a. con E[X] y o2 finitas. Entonces, Ve > 0:

2

o
}mX—EmH>4§—5
€
>> Teorema (ley débil de los grandes numeros): sea Xy, ..., X, una sucesion de v.a. independientes
) ) Xi+...+X,
con igual esperanza y varianza. Sea S,, = i SN Entonces, Ve > 0 se cumple que:
n

hmPL%—EmH>e:0¢:hmPL%—EmH§4:1

n—oo n—oo

EXi]+...+ EFX,] n-E[X]

Dem. Como E[S,] = = =EX]yo?X; +...+X,] = n-o? tenemos
n n
9 9 1 o?
que o°[S,] = o} [Xy + ...+ X, ] — = —.
n n ,
a” 2 1
Aplicando Tchebytcheft: P[[Sn — E[S,](= EX]))| > e] < &= 7 . ~. Tomamos limites para
€ € n

obtener: lim P[|Sn — FX]| > 6} =0

n—0o0

]

> Desigualdad de Markov: sea X v.a. tal que existe E[|X|*] tq k € RT. Entonces, Ve > 0:

PX|>¢| < —

€



4) Algunas variables aleatorias continuas

> Distribucién uniforme o rectangular: su funcién de densidad es:

1
b—a

a<x<b
flx) =
0 Vo ¢ [a,b)

Funcidn de densidad del modelo uniforme

F(x):/_ f(x)dac:/ biadx:Z:Z

a+b
EX] = —
et~b o et~a
Mxlt) = oy

> Por ejemplo: una aguja gira libremente alrededor de un eje centrado en un circulo marcado
del 0 al 12. Cuando para se anota su valor. Claramente z € [0,12] y P[X = k] = 0. Sin embargo,
Plz € [a,b]] = C'-(b—a) con C = cte (cuanto més grande sea el intervalo, mas probable es que caiga
la aguja en él).

1
P[xe[0,12]:0-(12—0):1—>C:E,lueg0:



> Distribuciéon de Cauchy: decimos que X sigue un distribucion de Cauchy, C(a, b) de parametros

1
“a’” (> 0) y “D" (€ R) si su funcion de densidad es: f(z) = — m

0.7
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Al parametro “a” lo llamaremos parametro de aplastamiento.
El parametros “b” nos indica que x = b es eje de simetria de la funcion de densidad.
00 1
x —b 1t
f(z)dx = —- [arctan( ) =1
o0 T —0o0

> Podemos definir la distribucién de Cauchy de la siguiente manera: fijemos un punto del plano

(b,a) con a > 0. Tomemos un angulo al azar 6 €] — y entonces obtenemos un punto de corte

2 2[
(x,0) con el eje X. 819—>2Mx—>+ooys10—>—§w>m—> —00.

A cada valor arbitrario de 6 le corresponde un punto de la recta horizontal Y = 0. Podemos
asignarle, pues, una distribucién uniforme:

1 T m
e
T
f0) =
T
0 V¢ [——=, =
Tomamos X = tan(f). Por un teorema anterior, la funcion tangente tan :] — g g[l—> R es Borel
g 1
medible y como tan’(x) > 0, Yz €] — g, g[, haciendo h(z) = f(6 ) = m que es

C(a,b).

> La distribucion de Cauchy no tiene funcién generatriz de momentos y, por lo tanto, no tiene
momentos de ningin orden.



5) Distribucién Normal

> Francis Galton (XIX - XX)hizo una primera aproximacion a la distribucion Normal mediante
un dispositivo mecanico: un tablero en posiciéon vertical con clavos distribuidos regularmente por
donde pasan unas bolas que caen a un depoésito colocado en la parte superior. Las bolas se alejan
con una cierta amplitud mayor o menor de la linea central marcada por la posicion del depodsito
ya mencionada. Las bolas se recogen en compartimentos estancos situados en la parte inferior del
tablero: la altura alcanzada por las bolas nos da una idea de la Distribucién Normal.

> Hace unos anos se construy6 ‘“el demostrador mecanico de la

probabilidad”, esencialmente como el de Galton pero sustituyendo
”\"o -‘ e r"."

los clavos por obstaculos hexagonales de forma que la bola vaya a o.:...o.:,o
izquierda o derecha, tras chocar con éstos, con probabilidad igual a >
1/2.

> Se llegd a pensar que la Distribucion Normal regia todos los
fendomenos a largo plazo pues existen numerosos ejemplos de la vida real
en que ello ocurre. Esto, dicho asi, es falso. Si es cierto que existen la
“Ley Fuerte de los Grandes Numeros” y el “Teorema Central del Limite”
que aseguran que, a la larga, muchos fenémenos pueden aproximarse por
una Normal sin que ello afecte a la fiabilidad del resultado. Este teorema,
clave en Estadistica y Probabilidad, fue demostrado en 1.901.
Como las hipotesis se cumplen en multitud de casos practicas, el uso (y
estudio) de la Normal es fundamental para la Psicologia, la Estadistica,
la Biologia,...

s
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> Hay que decir que el primero en obtener la Normal como limite de una Binomial fue de Moivre.
Posteriormente Gauss y Laplace la relacionarian con sus estudios astronémicos y el anélisis de los
errores.
El primero que la us6 desde el punto de vista de los fendémenos sociales fue el estadistico belga
Quetelet (s.XIX).

> Definicién: sea una v.a. continua X. Decimos que X sigue una distribuciéon normal de
parametros p y o si su funcion de densidad es:

1 (z—p)?
€T) = -e_ 202
f(x) gy

y la notaremos por X ~ N (u, o)

> Nota: es una funcion de densidad pues f(z) > 0 trivialmente (f(z) > 0 de hecho) Vo € Ry
+oo

+oo
f)de ={z —p=0-2—de =o0dz} = \/_/ “Tdz = 1, donde la dltima integral se

calcula usando el Teorema de los Residuos.

> Propiedades:
1) Su dominio es todo R.

2) Es simétrica respecto a u pues: f(u+x) = f(u — x).



3) f’(x):—f(x)-x(;u:(N »x = — f(p) es la moda (méaximo).

4) x=p+0oyx=pu—oson los puntos de inflexion.

5) lim, o f(x) =limg 400 f(2) =0

6) E[X] = u
+oo +o0 +o0o
_ | e e e
Dem. E[X] —/oo a:f(m)dm—{ dr za-dz} Vi /oo oze dz+/oo pe” 2 dz
= 0 (integral de funcion impar sobre R) + u = p O

7) Varianza = E[(X — E[X])?] = o

T — =0z 1 oo _22
Dem. E[(X—E[X])Q]:{ davu :a-dz}zm[/ ob- 22 e 2dz| =0? O

02-t2

8) La f.g.m: Mx(t) = e"Ht 2

Dem. Vamos a ver cudl es para la Y ~ N(0,1) y luego generalizaremos.

+oo 2 1 +00
MY(t) = E[et'Y] — \/%/ e_y?‘i‘t‘ydy — 27T / e%(_y2+2ty+t2_t2)dy _

\/1 / et gy - L2 [T ey Z o Myon ()

27 J—o Y \ 2T —00 Y MO

Ma-X+b(t) _ E[e(a-X+b)~t] — et'bE[e(“'t)X] — et'bMX(at)

X — px
ox

02 2 0,2 2
Mx(t) = Mo,y (t) =¥ -e®2 =% Ve R O

2
Luego, si Y = — Y~ N(0,1) = My(t) = e7. Despejando X obtenemos:
g

. ) 0242
9) La funcion caracteristica: E[e™] = Mx(i - t) = etr= "2

> La importancia de la N(0, 1), la llamada Normal tipificada, es que con ella nos vale para hallar
los valores P[X < z] cuando X ~ N(u,0). Sea X ~ N(u, o), entonces:

X—p
g

ngquﬁ_“ggﬂ:{waW@—%Y:

valor podremos buscarlo en la tabla.

~ N(0, 1)} = P[Y < a] y este

Luego, si X ~ N(u,0) y queremos hallar Pla < X < b] nos basta con:

PP_Mngb_q:PMSYSMmmeN&D.
g g




1
> Usando la desigualdad de Tchebycheff: P[[X —pu[ >€-0] < =
€

«— P H
obtenemos los siguiente (para Y ~ N(0,1)).

a) Sie=2/3, el 50% de las observaciones estan entre p — 20y p+ 20

b) Si e =3, el 99% de las observaciones estan entre y — 30y pu+ 30

>> Teorema Central del Limite (o ley fuerte de los grandes nimeros): sea {X,,} una sucesion

de v.a. independientes e idénticamente distribuidas de media p y desviacion tipica o (ambas finitas).

v

Construimos una nueva v.a. p = , que resultard ser asintOticamente

equivalente a la N(0,1), es decir:

lim p, — N(0,1), es decir: lim F,(x

1 T2
= — e 2dz
n—00 n—00 ) \/ 21 /—oo

oque X; +Xo+ ...+ X, ~ N(n-pu,0/n)

>> Corolario: sea X ~ B(n,p). Para “n” suficientemente grande (n > 25) se verifica que:

X~ N -p/n-p-(1-p))

>> Corolario: sea X ~ P()\). Para “n” suficientemente grande (n > 10) se verifica que:

X~ N, V)

> Nota: como en una v.a. continua tenemos que P[X = z| = 0, cuando aproximamos discretas
por la Normal hacemos: P[X = a] = Pla — e < X < a+ ¢] y hacemos € — 0. Generalmente se toma
€ = 0,5 para mirar en las tablas. Hay mas distribuciones continuas: la Normal multidimensional, la
distribucion Gamma, Beta, la X2 de Pearson, la t de Student, la F' de Snedecor,...



