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1) Introduccion:

> Aunque el concepto de ntimero aparece muy pronto en la historia de la Humanidad, no es hasta
el s.XIX cuando se construye la fundamentacion logica de los niimeros reales.

> Hay una cita de Kronecker que dice: “los naturales los cre6 Dios, el resto es obra del hombre”.
Lo que se esconde tras esta afirmacion es la historia particular del concepto de ntimero: primero los
naturales (y el cero en algunas civilizaciones), después los enteros, los racionales, los reales (ya antes
de los griegos incluso se sabia que la diagonal de un cuadrado no era racional o que IT tampoco lo era),
los complejos, etc. Cada concepto englobaba a los anteriores y ayudaba a responder o simplificar
cuestiones practicas o tedricas.

> Seria con los estudios sobre sucesiones y limites cuando se necesitd crear un mejor estructura
logica para explicar los nimeros reales (ss. XIX-XX).



2) Sucesiones de niimeros reales:

> Definicién: llamaremos sucesion de nimeros reales a una aplicacion de un subconjunto infinito
de NenR; f: AC N+ Ry lo notamos por: n — x,

> Para determinar una sucesion podemos hallar su “término general” o ver si hay alguna “ley de
recurrencia’,...aunque esto no serd posible en general. Ejemplos de lo anterior son: x, = % 0x =2,
Tptl = Ty + 3

> Definicion: decimos que la sucesion {z,} tiene por limite el nimero real L si:
Ve > 0, dng € N tq Vn > ng, |z, — L| < € y lo notaremos por lim, oz, = L o {z,} —> L

> Definicién: a una sucesion que tenga limite la llamaremos convergente.

>> Definicidon: si se tiene que Yk > 0(k < 0), Ing € N tq Vn > ng, =, > k(x, < k) entonces
lim,, 00 T, = +00(lim,, o T, = —00). En este caso diremos que la sucesion es divergente.

> Definicién: si una sucesiéon no es convergente ni divergente, diremos que es oscilante. Por
ejemplo, {z,} = {(-1)"}

> Definicién: decimos que una sucesion es mono6tona creciente/decreciente <— se tiene que
Vn € NJ An+1 Z Qp / An41 S Q.
Si la desigualdad es estricta diremos que es estrictamente mono6tona creciente/decreciente.

> Definicion: decimos que {z,} esta acotada si IM > 0 tq Vn € N, |z,| < M

> Propiedades:
1) Si existe el limite, este es nico.

2) Lema del bocadillo: si se tienen tres sucesiones {z,}, {y,}, {z.} tales que z,, <y, < z,¥n € N
y ademas lim,, .o , = lim,, .o 2, = L = lim,, oo yp = L

3) Toda sucesion convergente es acotada.
4) Toda sucesion acotada y mondtona es convergente.

5) Teorema de Completitud de R: {z,} es convergente <— {z,,} es de Cauchy.

>> Operaciones con los limites: sean {a,} — a y {b,} — b. Entonces:

1) {an+b.} —a+b

2) SeaaeR: {a-a,} — aa



e) Estos dos primeros puntos nos dicen que el espacio de las sucesiones convergentes es un e.v.
sobre R

3) {an by} —a-b
Proof. |a, - b, —a-b| < |a,(b, —b)| + [b(a, —a)| =0 O

4) Si{bn}%b#0—>{2—"}—>%

> Sucesiones divergentes:

1) Sean {a,} — +oo, {b,} /~ —00 = {a, +b,} = +©
2) Sean {a,} — —o0, {b,} /A +o00o = {a, +b,} = —©

3) Si {b,} esta acotada y {a,} — oo = {a, £ b,} — +o0

)

)

)
4) Lo anterior nos da las indeterminaciones del tipo: oo — 0o
5) Sean {a,} — 400, {b,} = b# 0= {a, - b,} — signo(b)-co
6) Sean {a,} — a, {b,} = 0 (y b, #0) = {|a,/b,|} = +o0

)

7) Lo anterior no da las indeterminaciones: 0 - 0o, co/oco y 0/0

> Proposicion: el limite de una potencia es la potencia de los limites. Es decir:
(0.} = 0> 0y {an} = a = lim, 0 (b,)™ = b*

> Lo anterior no da las indeterminaciones del tipo: 0°, oo® y 1°°

1
> Definimos el nimero “€” como: e = lim,,_,o(1 + —)". Ademas, si {a,} — +ooy {b,} — b,
n

b, an
lim,, .. (1 i —) — b
Ap,

> Definicién: llamaremos sucesion parcial de una sucesion a la siguiente subsucesion: dado
o : B (infinito) C A C N — N estrictamente creciente, tomaremos {Z,(n)}

> Teorema: toda sucesion acotada admite una parcial convergente.



3) Progresiones aritméticas:

>> Definicién: decimos que la sucesion de nameros reales {a,} es una progresion aritmética, p.a.,
cuando su término general responde a la forma a, =b+d-n, donde b, d € Ry d #0

> Dados h, k€ N, h > k, ap, —ar = (h— k) -d

> Proposicién: dados dos términos de una p.a. tal que equidisten de dos extremos, su suma es
igual a la suma de dichos extremos.

Proof. ayyp +app=a1+k-d+a,—k-d=a;+a,

]

> Proposicién: la suma de “n” términos consecutivos de una p.a. es igual a la mitad de “n”
veces la suma de los extremos.
n
% ay + ap

Proof. Sn+5n:al+an+...+an+a;—>5n:T.n u

> Definicién: dada una sucesion p.a., le asignamos otra sucesion: S, = a; + ...+ a,. A esta
sucesion, de sumas parciales, la llamaremos serie aritmética.

> Decimos que una serie es convergente cuando lo es la sucesion de sumas parciales asociadas a
la sucesion {a,}

> Veamos que toda serie aritmética diverge:

2a; - —1)-d
PTOOf. 11mn~>oo Sn = hmn—)oo(al + an)g = hmnﬁoo -7 + ;n ) = 0

O

> Definicién: llamamos progresiones armoénicas a una sucesion de nimeros reales de la forma
1

Cb+n-n
armoénica como aquella que sus inversos forman una proporcién aritmética.

an, , donde b, d € R, d # 0 y el denominador no se anula. Podemos definir la progresion

> Las llamamos armoénicas porque cuerdas de igual tensién y peso producen sonidos armoénicos
si sus longitudes estan en progresion armonica.



4) Progresiones geomeétricas:

>> Definicion: decimos que la sucesion de nimeros reales {a,} es una progresion geométrica, p.g.,
cuando su término general responde a la forma: a, = b-r", donde b, r € R y ambos no son cero.

> Dados h, k €N, h >k, aj, = aj, - r"*

> Proposicién: dados dos términos cualesquiera de una p.g. tal que equidisten de dos extremos,
su producto es igual al producto de dichos extremos.

Proof. ayip - =ay-r%-a-r 7t =ay(a;-r"Y) = ay - a,
O
> Proposicién: el producto de “n” términos consecutivos de una p.g. viene dado por
Pn = (CLl : an)n
2 _ _ _
Proof. P =ay-a, -Gy Qp_y-... Gp-a1 = (a1 -a,) — P, =+/(ay - a,)"
O

> Si sumamos los “n” términos de una sucesion geométrica: S, = ay + ...+ a,. Si hacemos:

Sp—r-Sp=a1+...+a,—(a1+...+a,) r=a; —a, -r=a; —a,-r"". En el caso de que r # 1
ay (1 —rntt
(en ese caso a, = a;Vn € N), S, = ¥ y nos preguntamos qué pasa cuando n — oo:
—r

o) SiTzl—)Sn:n-a1#0—>Z|an|:+OO ({Sn} — +00)

j=1
o) Sir=—1— 8, = {0, a;} dependiendo de si “n” es par o impar — Alim,_,,{S,}

o) Si|r| >1— lim, . S, diverge.

o) Sifr|<1—{r"} =0y 3lim, o S, =

[e.e]
Luego, |r| <1 +— Z la;| < oo
=1

> Definiciéon: llamamos progresion hipergeométrica a una sucesion {a, } tal que el cociente de un
An+1 o o-n+ ﬁ
anp, a-n—+y

término con el siguiente es de la forma: donde a, 8, v € R y el denominador no se

anula nunca (en particular, oy v # 0).

an(a-n+05)—ay -~y

> S, =
a+p—7y

siempre que el denominador no se anule.

> Definicién: llamamos progresion aritmético-geométrica a una sucesiéon de niimeros reales tales
que su término general responde a la forma:
an, = (b+n-d)-r" con b, d € R no nulos ambos.
Si d = 0, tenemos una progresiéon geométrica.
Si r = 1, tenemos una progresion aritmética.




5) Aplicaciones:

> Fracciones generatrices de decimales peri6dicos:

> Sea el ntiimero periodico x’'abababababab... = 2'ab =z +0ab-+000ab+ ... =

ab
B ab  ab B = ab 00 ., ab
—x+100+1002+..._x+2100j—m+ T —x+99
o 100

> Sea el ntimero periodico 2'abe = x'abebebebebe... = x'a + 0/0be + 0/000be + . .. =

bc
« i be L - b 1000 ab
o _ L L 1000 _
=% 1000 T 1000100 T 1000- 1007 “*100();1001 “+1_ = vat s
100

> Matematica comercial:

> Conocemos como “interés” al beneficio que obtiene una persona o entidad cuando prestan
dinero. Lo llamaremos “compuesto” cuando sumemos al capital los intereses que se producen en una
unidad de tiempo determinada con lo que se generaran nuevos intereses y nuevo capital.
Sean “C” el capital y “r” el tanto por uno (lo que produce una unidad monetaria en un ano). Al
finalizar el primer ano, tendremos Cy; = C'- (1 + r). Al finalizar el n-ésimo ano: C, = C - (1 +r)"
donde (14 7)™ es el valor que nos da una unidad monetaria y su interés al cabo de “n” anos. Si

ueran en m i iempo: =C - = nde m = ntmer m .
fueran en meses los periodos de tiempo: C,, = C'- (1 + %)™ donde ero de meses

> Llamaremos “anualidades de capitalizacién” a las cantidades que se abonan al principio de cada
ano para formar con ellas y su interés compuesto un determinado capital al cabo de un cierto tiempo.

(1P

Supongamos “a” la anualidad fija y “C” el capital. Tras “n” anos:
Suma de una p.g.

—l
(1+r)"—1

Cza-(1+r)”+a-(1+r)"—1+...+a-(1+r):a-(1+r)< .

C-r
I+7r)((1+r)n—-1)

). Despejando:

a =

> Llamaremos “anualidades de amortizacion” a las cantidades fijas que se deben pagar al finalizar
con ellas y sus intereses una cierta deuda y los intereses recargados.
Si lo vemos con el interés compuesto (que es como funciona en realidad):
1) Primera anualidad: a - (14 r)"!
2) Segunda anualidad: a - (1 + r)" 2

n) Ultima anualidad: a
Sumando obtenemos:

1 "—1
a(l+(1+7r)+(1+7)*+...+(1+7r)"!) = {eslasuma de una p.g.} = a((L) =C-(1+r)™
r
Luego, la cantidad de amortizaciéon ha de ser:
(14+r)
— O
a 7"(1 s



> Nuameros de Fibonacci: ©g = 21 = 1, 2,19 = 11 + . Tienen multitud de propiedades,
1+v5
2

entre ellas que: lim,,_, 2 = = &, el nimero aureo.

Tn

> Nimero e: e = lim,,_,, (1 + %)



6) Progresiones de orden superior:

>> Operador diferencia: sea f(x) una funcion real de variable real y Vo € D(f(z)) se tiene que
r+nh € D(f(z)), Yn € Ny Vh = cte> 0. Llamaremos diferencia primera de f(z) a la funcion A f
definida por Af(x) = f(x + h) — f(x), donde el simbolo A se llama operador diferencia y “h” es el
intervalo de diferencia.

>> Llamaremos diferencia segunda de f(z) a la primera diferencia de Af, es decir:

N f(z) = A(Af() = Af(z+h) — Af (@)

En general, se conoce como la diferencia n-ésima de f(x) a la funcion:

At f(z) = DA™ f(z)) = A" f(x +h) = A" f(2), Yn € Ny A" = f(a)

> Nota: para simplificar los calculos, tomaremos h = 1

> El operador diferencia es un operador lineal
a) A(f+g)=Lf+Ag
b) AAf) =AAf
Y ademés se cumple que:
c) A(f-g)(x) = Af(x) - g(x) + fla+1) - Ag(z) = Af(z) - g(x + 1) + f(z) - Ag(x)

0 it = 1T

Donde observamos cierto paralelismo entre el operador diferencia y el operador derivada.
> Podemos comprobar que se cumple la siguiente formula:

2240) = ()1t +2 = () st 0+ (3) 1)

Y, en general:

A"f(z) = (g)f(x+n) - (’f)f(ﬁn— 1)+ (Z)f@:m- 2 — ...+ (-1)%(”)10(:5)

> Férmula de interpolacién de Newton: operando y despejando f(z+k) de cada AF obtenemos

que: o (g)f(@ N (2) Af(z) + (Z) N f(z)+ ...+ <Z> A" f(x)

que se conoce como la formula de interpolaciéon de Newton.




> Definicién: llamamos progresion aritmética de orden k € N* a la sucesion de niimeros reales
que obtenemos al sustituir en un polinomio, con coeficientes reales y de grado k, valores naturales
consecutivos desde un cierto ntimero en adelante.

> Teorema: una funcién entera de variable entera es un polinomio de grado k <— todas sus
diferencias de orden k + 1 son cero.



