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1) Introduccion:

> Interpolacion, ;qué es y por qué?: el problema de la interpolacion corresponde al que a menudo
se plantea cuando se dispone de una tabla de valores de una funcién o ley experimental y se desean
obtener valores de dicha funcién que no figuran en la tabla.

> Si formulamos la cuestion en términos mas precisos: si disponemos de “n—+1” puntos (zg, ¥o), - - -,
s (Tn,yn), se trata de obtener una funcion f(x) que tome los valores f(z;) = y;, Vj =0,...,ny
de tal manera que sea posible calcular los valores de f(x) correspondientes a valores intermedios de
la variable “z”. Asi pues, a diferencia del ajuste de funciones, donde s6lo se exige que se verifiquen
ciertos criterios de aproximaciéon, en el caso de la interpolaciéon se impone la condicién de que la
grafica de la funcion construida pase por los puntos dados.

> Entre todas las funciones que pudieran pasar por los “n + 1”7 puntos, escogeremos las més
elementales, esto es, las polindmicas, teniendo en cuenta el Teorema de Weierstrass que dice que
toda funcion continua en [a,b] es limite uniforme de polinomios (diferentes maneras de buscar esos
polinomios las veremos en este tema).

> Primer intento: obviamente, si disponemos de “n + 1”7 puntos tenemos las condiciones para
hallar un polinomio con “n + 17 coeficientes (es decir, de grado “n’) y bastaria resolver un sistema
(n+1) x (n+1). Esta complicacion cuando n — oo nos llevarad a abordar el problema mediante
otros procedimientos.

> Interpolacién, extrapolacion, error: si se trata de obtener el valor de la imagen de un punto
situado en [z, z,] diremos que seguimos un proceso de interpolacion. Cuando se trata de hallar
ese valor fuera del intervalo dado, diremos que seguimos un proceso de extrapolacion. La precision
de ambos métodos dependerd de la aproximacion de la nueva abscisa con respecto a xo,...,T,.
Terminaremos el tema con una discusion acerca del error cometido con los métodos antes mencionados.




2) Teorema de existencia y unicidad:

> Teorema: dados zo < 21 < ... < Tp, (T0,%0)- - (Tn, Yn), “n + 17 puntos en el plano, existe una
tnica funciéon polinémica de grado “n” que pasa por las abscisas xg, ..., z, y las ordenadas yo, . . ., Yn
(es decir, f(z;) =y;, Vj=0,...,n).

Proof. Sea y = f(x) = a9+ a1z + ...+ a,a™ con a, # 0. Si imponemos las condiciones obtenemos:
Yo = Qo + a1Zo + ... + apy

Yn = Qo + 1Ty, + ... + AT
donde tenemos “n + 17 incoégnitas, los coeficientes a;. El determinante de la matriz de coeficientes
es un determinante de Vandermonde:

1 g ... x
= [Lij=1(zi — 2;) = (#1 = @0) -+ (wn — @) (w2 — 1) -+ (¥ — @1) -+ (T — Tpo1) #0
1 =z, ... a} I
por ser x; # x;, Vi # j.
Por tanto el sistema es compatible determinado = 3; solucion (ag, . .., a,) = 31 f(z) = ap+. . .+a,z"

cumpliendo que f(z;) =y;, Vj =0, ..n.

]

> Nota: este teorema, ademés de asegurar la existencia y unicidad, nos da un método constructivo
para hallar dicho polinomio (aunque en general serd muy laborioso). Vamos a ver dos ejemplos
particulares: la interpolacion lineal y la cuadratica y después generalizaremos.

> Interpolacion lineal: dados los puntos (zg,vy0) v (z1,¥1) con zy < x, teorema anterior nos
asegura que existe una tnica recta que pasa por ellos.

La pendiente de la recta es Y1 %o , luego la recta pedida es:
Tr1 — X
yi| T
Yo-- =
Y1 — Yo
xr) = xr— xg9) +
fla) = LB ) + 9

Xo

> Interpolacion cuadratica: dados los puntos (xo,vo), (21, y1)y(z2, y2) no alineados y de abscisa
distinta, existe una tnica funcion cuadratica que pasa por ellos. Si aplicamos el método del teorema
nos quedara: dada y = f(r) = ax® + bx + ¢
Yo=a-xi+b-zo+c

y1=a-x2+b -1 +¢C

Yo=a-r5+b 19+ ¢C
Resolvemos este sistema compatible determinado y hallamos los coeficientes a, b y ¢. Vemos ya
que este método se complica ya si los valores (z;,y;) son un poco rebuscados. Basandonos en este
teorema buscaremos un método méas general en las proximas secciones.



3) Interpolacion de Lagrange:

>> Consideremos tres valores de una funcion “f”, {f(xo), f(z1), f(z2)} de tal forma que los puntos
(x;, f(x;)) no estén alineados. La funcion:

(x — 1) (x — 29)

verifica:
(w0 — 21) (w0 — 72)

fo(z) =

a) “fo(x)” es una funcion polindmica de segundo grado.
b) fo(zo) =1
¢) fo(z1) = fo(z2) =0

(x — m)(z — 1)
(22 — x0)(22 — 21)

Anéalogamente, las funciones fi(z) = (v = wa)(x = o) , fo(z) =
(951 - $0) Iy — 12)
que son de segundo grado, que f;(z;) =1y que f;(z;) =0sii#j.

verifican

Construimos P(x) = f(zo) - fo(x) + f(z1) - fi(x) + f(x2) - fo(z) que es un polinomio de grado dos
que pasa por (z;, f(z;)) — Es el polinomio que buscdbamos y que nos da el teorema.

>> Definicién: al polinomio P(z) se le llama interpolador de Lagrange para tres puntos.

>> Nota: silos puntos estuvieran alineados, P(z) serfa una recta.

> Si tenemos “n + 17 valores de “f”: (xg, f(x0)), ..., (Tn, f(zn)), To < ... < x,, entonces las
funciones:

fz(l”)z (x—wo)...(l‘—xiq)(x—:UiH)...(;C—xn) :Hj7éi(x_xj)

(x; —x0) . (x; — zim1) (T — Tigr) - - (g — xp) H#i(mi — ;)

verifican las tres condiciones:
a) fi(z) es un polinomio de grado “n”.
b) fi(x;) =1
c) filz;) =0,Vj#i

> Definicién: la funcion polinémica P(x) = f(zo) - fo(x) + ... + f(xn) - fu(z) es llamada el
interpolador de Lagrange para “n + 1” puntos.

> Nota: si desarrollamos y agrupamos los términos de la forma P(x) = ag + a1z + ... + a,2"
obtendriamos el mismo polinomio que haciendo las cuentas segin el teorema.



4) Diferencias divididas:

> Método de las aproximaciones sucesivas: si al conjunto de punto que inicialmente tenemos y para
los cuales hemos hallado su polinomio de interpolacién le anadimos un punto mas y queremos obtener
el nuevo polinomio de interpolacién, los calculos anteriores no resultan validos y tendriamos que
rehacer todos los calculos de nuevo. Veamos como evitarlo.

> Sean (xzg, f(x0)), ..., (Tn_1, f(zn_1)) ¥ su polinomio de interpolacion P,_(x).
P(x) = Py_1(z) + to(x — 20) -+ (x — z—1), de forma P,(z;) = P,_1(xj), Vj =0,...,n— 1.
Como el nuevo polinomio debe tomar el valor numérico f(x,) para © = x,,.
Pn(xn) - f(xn) = nfl(m'n) + tn(xn - .To) tt (xn - xnfl) — tn = f(xn) - Pﬂ—l(‘r)
(T — @) -+ (Tn — Tn_1)

forma que hemos solucionado el problema de anadir un nuevo punto después de haber obtenido un
polinomio de interpolacion P, ;(x) para los puntos tomados inicialmente.

de

> Definicién: el método de las aproximaciones sucesivas o de interpolacién progresiva consiste
en:

a) Po(r) = f(wo)

f(%) - f(l’o)

b) Pi(x) = Py(z) + t1(x — o) — Pi(x) = f(zo) + t1(x — 20) donde t; = —

¢) Po(z) = f(xo) + t1(x — x) + to(z —x0)(x — 1) + ... + tp(x —20) - (T — Tp_q)

> Método de las diferencias divididas: sean xg,...,z, una tabla de valores con sus imagenes
respectivas f(xg),..., f(z,):

> Definicion: dados x¢ < x1, f(z9), f(21), llamaremos diferencia divida primera al nimero:

f(@1) = flxo)

Ty — Xy

f[x(b xl] =

> Definicion: dados zg < 21 < 29, f(x¢), f(x1), f(22), lamaremos diferencia divida segunda al

numero:
flz1, o] — flwg, 21

Ty — Lo

f[x(]? xy, $2] =

13 77

> Definicion: llamaremos diferencia divida de orden al ntmero:

f[Il,...,l’n] —f{l’o,...,l‘n 1

f[i[}o,...yl'n]: T — 20 ZHk Ox]_l'k)




> A partir de aqui supongamos un polinomio P(z) tal que P(z) = f(z;), 7 = 0,...,n. De
acuerdo con las definiciones de diferencias divididas aplicadas a P(x) obtenemos que:
P(x)—P
P(x) = P(xg) + (x — xo)P[:c,asO]< pues Pz, zo] = W) —
— Zo
— Pz, x0] = Plzo, z1] + (x — 21) Pz, 20, 1] —

— Plx,xq,...,xn_1] = Plxo,...,xh_1] + (x — z,) Plx, 0, ..., 2y

Pero el tdltimo sumando vale cero (las diferencias divididas de orden “k” de un polinomio es un
polinomio de grado “n — k” y en el ultimo sumando k = n + 1). Deshaciéndolo todo y teniendo en
cuenta que Plzg, ..., x| = flxo, ..., zk]:

> Definicién: formula de Newton de diferencias divididas para la interpolacion:
P(x) flzo] + (x—x0) w0, 21] + (=20 ) (x — 1) flwo, 21, w2] +. . . A+ (x—w0) - - (T — 1) flo, -, 0] =

:Zf[xo,...,xj]-H(x_xk)

> Propiedades:

a) Este polinomio presenta la ventaja respecto al de Lagrange de que permite pasar de un
polinomio de grado “n + 17 sin més que anadirle un término a la igualdad anterior, ademés de
que la disposicion de los célculos a efectuar para calcular P(x) es mas sencilla.

b) Responde a la tabla triangular y visual:




5) Operadores:

> Hasta ahora hemos empleado una tabla de valores cualesquiera a la que tratabamos de asociarle
su polinomio de interpolaciéon. Supongamos ahora que las abscisas estan equiespaciadas, esto es:
x1 =29+ h;jxo = 1 + h = 29 + 2h;...;x, = xg + nh. Para simplificar notaciéon tomaremos h = 1
T — TIg

h

haciendo el cambio de variable v =

> Definicién: llamamos operador a una regla que establecemos para transformar las imagenes
de una funcién dada.

> Por ejemplo:

a) Operador diferencia progresiva: A; Af(z) = f(x+1) — f(z)

=)

Operador identidad: 1; 1f(x) = f(x)

d) Operador precedente: E~1; E~(f(x)) = f(z — 1)

Operador diferencia regresiva: V; Vf(z) = f(z) — f(x — 1) = Af(x — 1)

¢”]

)
)
¢) Operador siguiente: 3 E(f(z)) = f(z +1)
)
)
£)

Operador diferencia centrada: 6; § = EV? — B2 = f(z + 1) — f(z — 1)

1 1
g) Operador promedio: p; p = 55 = §[f(x +3) = f(z—3)]

> Nota: tanto las diferencias progresivas, las regresivas y las centrales se conocen como diferencias finitas.
Podemos definir la suma de operadores, su composicion y el producto por un escalar. Esto convierte
al espacio de operadores en un algebra conmutativa con unidad.

> Propiedades:

A2=[E?—2E+1 (donde B2 = Eo E y A2f(z) = A(Af(x)))

(14+A)2=1+42A+ A?

>> Propiedades: del operador diferencia progresiva (que es el que vamos a usar):

1) A(f +g)(z) = Af(x) + Ag(x)

2) A(Af)(z) = AAf(x) (estas dos propiedades nos dicen que es un operador lineal)

3) A(fg)(x) = Af(x) - g(x) + f(x + 1) Ag(x) = Ag(x) - f(z) + g(z + 1)Af(z)



Af(z)-g(z) — f(x)Ag(z)
g(z)g(x +1)

4) A(f/g)(x) =

operador derivada)

(estas dos propiedades nos hablan de similitud con el

5) Ak =0 (con k = constante)

6) Aa” = (a—1)a”

> Definicién: dado A definimos la diferencia n-ésima como A" f(z) = A(A" 1 f(x)). Ademaés,
se cumple que:

A" f(x) = (g)f(x+n) — (T)f(I—FTL— D+...+ (_1)”—1(

n—1

> Polinomio de interpolaciéon de Newton para diferencias progresivas: supongamos una tabla cuyos
argumentos vienen dados en progresion aritmética de diferencia h.
Af(xo) = f(z1) = f(mo); Af(z1) = flx2) = f@1);. . Af(@n-1) = flan) — f(@n-1)
A?f(xo) = Af(x1) = Af(xo); - A f(wn2) = Af(wn1) — Af(v02)

AFf(2;) = AP f(00) — AL f ()

> Despejamos:
f(x1) = Af(zo) + f(o)
fxa) = Af(21) = f21) = f(x0) + Af(wo) + Af(21) = {Af(21) = Af (o) + A% f(20)} =
= f(wo) + 2Af (o) + A% f(z0)

Y, en general, podemos escribir:
k

k )
flo) = Z ( ,)A]f(xo), Vk=0,1,...,n, donde A° =1
=0
> Teniendo en cuenta que xj.; —x; = h, Vj =0,...,n — 1y la formula anterior nos queda:

Flea) = (3)F(@0) + () A w) + ... + (2) A"F (o)

Y ahora, si sustituimos “z,,” por “z”:

> Definicién: llamaremos polinomio de Newton de diferencias progresivas de orden “n” a:

(@ — o)+ (¥ — Tn1)
nlh»

(x — z0)(x — 27)
21h2

T — X9

h

Po(x) = f(wo) + Af(xo) + A?f(xo) + ...+ A" f(x0)



> Por ejemplo:

Luego el polinomio de interpolacion seréa:

(x — x0)(x — 1)

r — X9
h

Py(z) = f(xo) + Af(xo) + A f(zo)

2\h?

x+3 (x+3)(x+1)
A Y

(—3) = —%(x +3)— g(az +3) (@ + 1)



6) Error de interpolacion:

> Dada una serie de valores y el polinomio de interpolaciéon que habremos determinado en su caso,
nos podemos plantear que si dada una cierta funcion “f(x)” que pasa por “n + 1”7 puntos para los
cuales hemos calculado el polinomio anterior, ;qué error hemos cometido?

>> Teorema: supongamos una funcion f(z) de clase n+1 en el intervalo [z, 2, tal que conocemos
las imagenes f(xg),..., f(z,) para xy < ... < x,. Sea el polinomio P(z) de interpolacién para los
n + 1 valores antes citados. En estas condiciones, dado k € [zg,x,], 3pr € [z0,x,] cumpliendo la
siguiente igualdad:

S (p)

f(k)— P(k) = CE - H(k) donde H(z) = (x — xq) - - - (x — xy,)

Proof. Queremos aplicar el Teorema de Rolle a cierta funcion n 4+ 1 veces y obtener la féormula
anterior. La funcion va a ser: F(z) = [f(z) — P(z)]- H(k) — [f(k) — P(k)] - H(z) donde x € [xq, ;)
(al menos).

La funcion es de clase n + 1 pues “f” lo es por hipotesis y tanto P(z) como H(x) son polinomios y
cumple que F(k) =0 y que F(z;) = [f(z;) — P(a;)] - H(E) — [f(k) — P(k)] - H{z;) = 0 — 0 = 0.
Entonces, podemos aplicar el Teorema de Rolle en n + 1 intervalos — para cada intervalo existe, al
menos, un punto donde se anula F’'(x) — F’(z) se anulara en “n 4+ 1”7 puntos. Volvemos a aplicar
el Teorema de Rolle a F'(z) — F"(x) se anulara en “n” puntos intercalados entre los anteriores.
Continuamos hasta asegurar que F™/(x) se anula en p € [xg, 7,]:

Frit (@) = fr4 (@) - H(k) = (n+ DIf(k) = P(K)] = 0 ¢— {z = p} +—

Y (p)

> f(k) = P(k) = )

CH (k)

> Nota: el punto py dependeré del “k” tomado.

> Cota del error: de acuerdo con este teorema, el error cometido al sustituir una funcién por su
polinomio de interpolacion en “n + 1”7 puntos para un cierto k € [zg, x,] es:

[ ()
(n+1)!

e(k) = | 7——5y (& —x0) -+ (& — 22
donde p € [z, z,] y depende del “k” elegido.
Por lo tanto, la cota del error vendra dada por:

sup f"+ (p)

(n+1) -méx{|H(z)[} tq x € [0, ]

max|f(z) — P(r)] <

Si max{|H(z)|} alcanza el minimo valor posible, el error cometido serd minimo y esto a su vez
dependera de la eleccion que hagamos de los puntos de interpolacion o, . .., z, del intervalo [xg, ;).

> Para resolver esta tltima cuestion, el mateméatico ruso Tchebytchev (s.XIX) construy6 unos
polinomios especiales: P, (z) = cos(n - arccos(x)).



> Definicién: llamamos polinomios de Tchebytchev a los siguientes polinomios:

1

a) Py(z)
b) Pi(x)

T

¢) Poii(z) =2x- P,(z) — Po1(2)

> Propiedades:

2j+1

a) Las raices de P, 1(z) son: Aj = — COS(2n+2 )

),tqj=0,1,... n.

b) Si se toman los puntos z; = 2% 4+ 228\, con o, ...,z,, € [a,b] se cumple que el max{|H (z)|}

alcanza el menor valor posible para esos z;.

> Por ultimo senalar que no forzosamente al aumentar el nimero de los puntos de interpolacién
va a hacer que el correspondiente polinomio se aproxime a f(x). Tenemos el ejemplo de Runge:

1

f(x):m7

x € [-5, 5]

Construimos una sucesion de polinomios de interpolacion P, para puntos equiespaciados. Si hacemos
n — oo cabria esperar que Py(4) — f(4) pero esto no pasa. Es maés, el error de interpolacion tiende
a infinito. Esto se debe a que los polinomios oscilan mucho cuanto mayor sea su grado.

number of points

sampling method | equally spaced | Chebyshev points

equally spaced sample points




