TEMA 63: FRECUENCIA Y PROBABILIDAD. LEYES DEL
AZAR. ESPACIO PROBABILISTICO

TIEMPO: 81 — 81

Esquema

1) Introduccion

1.1) Antigiiedad
1.2) Comienzos modernos

1.3) s.XX y actualidad
2 Experimento aleatorio. Sucesos

2.1) Experimento aleatorio
2.1.1) Tres condiciones

2.2) Sucesos
2.2.1) Operaciones: N, U, —, A
2.2.2) Sistema completo de sucesos

3) Algebra de Boole

3.1) Definicién: algebra de Boole
3.2) Algebra de Boole de sucesos
3.3) Propiedades

4) Axiomatica de un espacio de probabilidad

4.1) Caso finito

4.2) o-algebra
4.2.1) Definicién: frecuencia relativa
4.2.2) Propiedades

4.3) Frecuencia y probabilidad

4.4) Estudio axiomatico

4.4.1) Definicién: medida
4.4.2) Definicién: espacio de probabilidad + Consecuencias



1) Introduccion:

> Antigiiedad: ya las civilizaciones egipcia, griega y romana utilizaban el astragalo, hueso vulgarmente
llamado “taba”; situado ne la parte superior del tarso, para realizar juegos de azar. Diferentes juegos
de azar eran muy conocidos en la civilizacion china y los dados méas antiguos que se han hallado
proceden de Mesopotamia y tienen unos 5.000 anos (aunque se sabe que ya en la Prehistoria se
practicaban juegos de azar).

> Comienzos modernos: las cartas aparecen en Europa en el s. XV y teorizaciones sobre el azar ya
se encuentran en Democrito y Aristételes. Audn y asi, el calculo de probabilidades es relativamente
reciente; Cardano publica en el s. XVI “Liber de ludo alea”, es decir, “El libro de los juegos de
azar” que se considera la primera publicacién sobre el calculo de probabilidades. Galileo, en su
obra “Consideraciones sobre el juego de los dados” utiliza el concepto de equiprobabilidad. En el s.
XVII Antoine Gomband, méas conocido como el Caballero de la Mére, propone a Pascal el siguiente
problema:“al lanzar 24 veces un par de dados, ante la apariciéon de por lo menos un seis doble en las
24 tiradas, ;jes lo mismo apostar la misma cantidad a favor que en contra?”

> En relacion a este problema y otros de la misma indole se inicia una relacion epistolar entre
Pascal y Fermat que, aparte de considerarse el inicio del Calculo de Probabilidades, permiten a
Huygens escribir el primer texto conocido dedicado en exclusividad a la probabilidad: “Sobre los
razonamientos relativos a los juegos de dados”, en el s. XVIL.

> Recién nacido el Calculo de Probabilidades, a finales del s. XVII surgen las compaiifas de
seguros v de forma sistematica se inicia la recopilacion de gran diversidad de datos tales como:
nacimientos, defunciones, accidentes, incendios, enfermedades,... de tal suerte que la Probabilidad
empieza a ser una herramienta indispensable para diversos campos de la actividad humana y ya en
el s. XX ésta se convierte en algo esencial incluso para la interpretacion fisica del universo.

> s.XX: es maés, el las dltimas décadas se han desarrollado de forma notable el nimero de
aplicaciones de la Probabilidad y la Estadistica. Estas aplicaciones se encuentran en los mas diversos
campos: industria (control de calidad), comercio (teoria de la decision), sociedad (encuestas de
opinién), economia (indices de vida), etc.

> Con respecto a las ciencias ya no es suficiente con desarrollar el pensamiento determinista y
es necesario prestar atencion al pensamiento probabilistico para incidir sobre campos como el de la
herencia genética, procesos radioactivos, la robdtica,...



2) Experimento aleatorio. Sucesos:

>> Experimento aleatorio: hay experimentos en lo que podemos predecir el resultado (el tiempo que
tarda en caer un objeto una cierta distancia por ejemplo) y otros en los que no. A los primeros los
llamaremos deterministas y a los segundos aleatorios. Pero para que un experimento se califique de
aleatorio deben de cumplirse las siguientes condiciones:

1) Anteriormente a su ejecucion se conocen todos los posibles resultados.
2) El resultado del experimento no puede predecirse.

3) El experimento puede repetirse tanto como se quiera bajo idénticas condiciones.

Ejemplos tipicos de experimentos aleatorios son:
a) Las horas de duracion de las lamparas de un cierto lote.
b) Las cantidades de una cierta mercancia vendida en diferentes dias.

c¢) El resultado en el lanzamiento de un dado.

> Sucesos: siempre que se efectiia una prueba se tiene un conjunto de posibles resultados. Dicho
conjunto lo llamaremos conjunto fundamental de probabilidades, espacio muestral o suceso seguro y
lo notaremos por ).
A los elementos de €2 se les da el nombre de sucesos elementales. Llamaremos suceso a todo
subconjunto del conjunto fundamental de probabilidades (€2). Al suceso que no contiene ningin
elemento del espacio muestral lo llamaremos suceso imposible o suceso vacio y o notaremos por (.
Dado un suceso A € €2 definimos el contrario o complementario de A al suceso que ocurre cuando no

sucede A y lo llamamos A (observamos que A= A).
Dados A, B € € decimos que A esté incluido en B, A C B si cada vez que se ocurre A, se verifica
también B. Se dice que A, B € ) son iguales si se da la doble inclusion, es decir, AC By B C A.

> Operaciones con sucesos:

e Unién: dados A, B sucesos, llamaremos union de A y B al suceso que ocurre siempre que
ocurra A, B o ambos simultaneamente. El concepto puede extenderse a familias numerables
de sucesos. Lo denotaremos por A U B.

e Interseccion: dados A, B sucesos, llamaremos interseccién de A y B al suceso que ocurre siempre
que ocurran A y B simultaneamente. Como antes, se puede extender a familias numerables de
sucesos. Lo denotaremos por AN B.

> Definicién: Diremos que dos sucesos son incompatibles o disjuntos si cuando sucede uno no
puede suceder el otro y viceversa.

Si juntamos este con concepto con los de unién e interseccion obtenemos:

e A la uniéon de dos sucesos incompatibles se la llama suma de sucesos y se escribe A + B. Si

n oo

escribimos E Ajo E A; significara la union de dichos sucesos de manera que si se presenta
J=1 Jj=1

uno no se presenta ningun otro.

e Si Ay B son incompatibles su interseccion es el vacio (esto es, de hecho, una caracterizacion).



> Definicién: llamamos suceso diferencia de A y B y lo notamos por A — B al suceso A N B,
que son los puntos muestrales que estadn en A pero no en B.

> Definicién: llamamos diferencia simétrica de A y B y lo notamos por AAB a la union de los
sucesos A — By B — A, es decir:

AAB=(A-B)U(B—-A)=(ANB)U(BNA)

> Definicidén: el cardinal de un suceso es el nimero de sucesos elementales que lo forman. Si
tomamos AU B tenemos que tener en cuenta los puntos de la interseccion, pues los estamos contando
dos veces. Tenemos entonces la formula: card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B). Si Ay
B son incompatibles se tendra que card(A N B) = card(()) = 0 y el cardinal de la unién es la suma
de los cardinales.

>> Definicién: sea () un espacio muestral y consideremos una familia B de sucesos de P((2),
B={A,...,A,}. Decimos que B es un sistema completo de sucesos cuando es una particion de 2,
es decir, cuando se cumple lo siguiente:

1) A; £ 0V

2) Q=AUAU...UA,

[
C
2

3) AyNAy =0,V #k



3) Algebra de Boole:

> Definicién: se llama algebra de Boole a un cierto conjunto A de elementos para los que se definen

dos operaciones internas “x” y “o” que cumplen lo siguiente:

1) Las dos operaciones son conmutativas.

[T 13PN

2) Existen elementos de identidad en A y los notaremos por 0 y 1 para las operaciones “x” y “o
respectivamente. Es decir, Vo € A, ax0=ayaol =«

3) Cada operacion es distributiva respecto de la otra.

) Vae A, Jae Atal que axa=1yaoa=0

En el caso de suponer un suceso A ligado a un experimento aleatorio dado, siempre le podriamos
hacer corresponder el conjunto de resultados o sucesos elementales cuya union formaria el suceso A.
La probabilidad de esta correspondencia, trivial en lo casos elementales como el juego de dados, puede
establecerse de forma general basandose en el Teorema de Stone: “para toda dlgebra de Boole (y
en particular para toda dlgebra de sucesos) se puede encontrar un dlgebra de conjuntos isomorfa a
ella”.

La ventaja de este isomorfismo es doble: por una parte se tiene un lenguaje para los sucesos
que es el mismo de la teoria de conjuntos y, por otra, los conocimientos relativos a la teoria de
conjuntos y a la teorfa de la medida pueden ser traducidos e interpretados en el lenguaje de sucesos
y probabilidades.

Esto permite que en el algebra de sucesos utilizar los diagramas de Venn para demostrar que
(P(Q),U,N,c), donde © es el complementario, tiene estructura de algebra de Boole.

Dem. Evidentemente en el espacio de sucesos P(€2) las operaciones union e interseccion de sucesos
son operaciones internas y verifican las siguientes propiedades:

1) Conmutativa: AUB=BUA; ANB=BNA
2) Existen en P() los sucesos ) y Q tales que AUD=A; ANQ=A

)
3) Cada operacion es distributiva respecto a la otra.
)

4) VAeP(Q),FAcP(Q) talque AUA=Qy ANA=

De estas cuatro propiedades que tiene como algebra de Boole se deducen las siguientes:
1) Asociativa: (AUB)UC =AU (BUC); (ANB)NC=ANn(BNC)

2) Idempotencia: AUA=ANA=A

3) Simplificativa:

3.1) De la union con respecto a la interseccion: AU (BN A)

A
3.2) De la interseccion con respecto a la union: AN (BUA) = A

4) Leyes de Morgan:

41) AUB=ANB
42) ANB=AUB

Pero el concepto de dlgebra de Boole no va a ser suficiente cuando tratemos con conjuntos infinitos
(numerables o no). Es por ello que extenderemos del concepto de manera que se sigan manteniendo
las propiedades del algebra de Boole.



4) Axiomatica de un espacio de probabilidad:

En el caso de que el conjunto de resultados elementales sea infinito numerable, resulta complicado
considerar el conjunto de todos los subconjuntos posibles y, por lo tanto, se recurre a que el conjunto,

con las operaciones union e interseccion deban cumplir unas propiedades equivalentes a las del dlgebra
de Boole.

> Caso finito: sea €2 espacio muestral finito y consideramos F una coleccioén de sucesos tales que
se cumplen dos condiciones:

a) VAy,..., A, € F, (Uj_ 1 Aj) € F
b) VAe F, Ae F

De esta forma, (F,U,N,) constituye un algebra de Boole. En el caso particular de que tengamos
un sistema completo de sucesos, B podemos construir un algebra de Boole de sucesos sin mas que
considerar F formada por ese sistema completo de sucesos, el () y la union de un ntimero cualquiera
de elementos de B. Se puede demostrar que toda algebra de sucesos sobre un espacio muestral finito
es engendrada por cierto sistema completo de sucesos.

>> o-algebra: se conoce como o-algebra, A, a una familia (no vacia) de subconjuntos de P(2) que
cumplen las siguientes propiedades:

a) \V/Al,A27...€A, U eA

n=1

by VAeA—Ac A
c) e A
> Nota: el concepto de o-algebra generaliza al de algebra de Boole pues permite operaciones

con conjuntos numerables. A partir de un mismo conjunto €2 se pueden definir varias o-algebras
diferentes.

> Definicién: llamamos espacio probabilizable al par formado por un conjunto fundamental de
probabilidades Q y una o-algebra A: (2, A)

> Propiedades de las o-algebras:

a) Q€A Dem.: Q=0c A

b) Si Ay,..., A, € A — UAj € A. Dem.: tomese Aq,..., A,, 0, ...y apliquese la primera
j=1
propiedad de las o-algebras.

c) Si Ay,...e A — mAj € A. Dem.: ﬂAj = HTJ = UE € A por anterior y la segunda
=1 j=1 j=1 j=1
propiedad de las o-algebras

d) VA;, A, € A— A; — Ay, AjAAL € A



> Frecuencia y probabilidad: es un paso intermedio entre la definicién clasica de probabilidad
dada por Laplace (“la probabilidad de un suceso es el cociente entre el nimero de casos favorable
a que ocurra el suceso y el nimero total de casos posibles en la experiencia en el supuesto de que
todos los casos sean igualmente posibles”) y la definicién axiomatica dada por Kolmogoroff, que es
la actual. La definicion frecuentista se debe a Von Mises y tuvo mucha repercusion en la definicion
axiomatica.

Si tenemos ) un espacio muestral y realizamos un experimento
“ny” veces, definimos:
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veces y el suceso A aparece

. es . . . n
>> Definicién: la frecuencia absoluta de A es ny4 y la frecuencia relativa de A es: f.(A) = A
n

> Propiedades de la frecuencia relativa:

a) fr(A) €1]0,1] Dem.: como 0 <ny <n-—0< f.(4) = nf <1
b) fr() =
¢) f(0)=0

d) Si A y B son incompatibles, su frecuencia relativa es la suma de sus frecuencias relativas.

Dem.. ANB=0— AUB=A+B — f,(AUB) :%:”—M”—BZMA)HT(B)

n n

e) fr(A)+ f.(A) =1 Dem.: ANA={, entonces: f,(AUA) = n; 4z _nnA = % =1=£(9Q)

f) fr(AUB) = f.(A)+ f-(B) — f(AN B) Dem.: A=ANQ iAm(BgE) = (ANB)+(ANB).
Igualmente para B = (ANB)+(BNA); AUB = (ANB)+(ANB)+(BNA)(=ni+na+ns) —
Ny + No + N3 ni + neo n1 + N3 nq

fr(AUB): = + __—fr< )+fr(B)_fr<AUB)

n n n

Uno de los problemas de la definicion frecuentista es que mezcla expresiones como “tiende”
(concepto tedrico de limite) con procesos empiricos (ley empirica de los grandes nimeros).

> Estudio axiomatico de la Probabilidad: la definicion axiomatica de la probabilidad se la debemos
a Kolmogoroff. El se baso en los trabajos de Borel sobre la relacion entre las teorfas de la probabilidad
y de la medida. Kolmogoroff considera el concepto de probabilidad como un modelo de la nocion
de frecuencia de tal forma que los aspectos mas importantes del comportamiento de las frecuencias
relativas son incorporados a los axiomas de la probabilidad mediante un proceso de abstraccion.

> Definicién: sea X un conjunto y A una o-algebra. Una medida es A (0 en (X, A) o en X si
A es clara) es una funcion p : A — [0, 00] tal que:

a) p(@) =0

b) Si {F;}32, es una sucesion de conjuntos disjuntos en A, entonces p U E,) Z w(E

n=1



> Definicién: a la terna (X, A, p) la llamaremos espacio de medida.

Dado el espacio (€2, A) estableceremos sobre este espacio una medida (o probabilidad) teniendo
en cuenta la estabilidad de las frecuencias relativas de un suceso asi como las propiedades de dichas
frecuencias.

>> Definicion: una probabilidad sobre el espacio (£2, A) es una aplicacion que asigna a cada
elemento del o-dlgebra A un nimero que se llama su probabilidad, P(A), que satisface los siguientes
tres axiomas:

a) P(A)>0,VA€ A (a*: P(0)=0)

b) P(Q) =1 (medida finita)

c¢) Si{A;} es una sucesion de sucesos incompatibles, P(U Ay) = Z P(A

Es decir, es una medida que cumple u(Q2) = 1. Como tenemos medida finita, llamaremos
espacio de probabilidad finito a la terna (Q, A, P).

> Consecuencias de los axiomas:

1) P(0) = 0 si no definimos la medida de esa manera. u(A) >0, VA € A

2) P U Z P(A;) donde {4;} son disjuntos. Dem.: {4;} = {A,..., A4,,0,...}

7j=1

3) Teorema de la Probabilidad Total: P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) Dem.: tomamos
AUB=AU(ANB);(BNAU(ANB)=BRB

4) P(A)+P(A)=1Dem.. ANA=0— P(Q)=P(AUA)=P(A)+P(A) =1

5) PLAUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)— P(ANB)—P(ANnC)—P(BNC)+ P(ANBNC(C)
Dem.: P(AU(BUC))=P(A)+P(BUC)—-P(ANn(BUC)) =
= P(A)+ P(B) + P(C’) — P(BNC)—P((ANnB)U(BNC)), desarrollamos y se obtiene.

+ (=1)""P(AIN...NA,)
6) Si AC B — P(A) < P(B)
7) P(A— B)=P(A)— P(ANB)
8) VA, B € A se cumple que:

a) P(AUB) < P(A) + P(B)
b) P(UA;) <> P(4;)
c) P(ANB) < P(A) + P(B)
d) P(ANnB) < P(A), P(B) < P(AUB)



