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1) Introduccion:

> Previos y Stevin: aunque los logaritmos datan del siglo XVII, sus fundamentos teéricos comenzaron
a formarse mucho antes. La idea subyacente es la comparacién de dos progresiones, una aritmética
y otra geométrica y la generalizaciéon suficiente del concepto de potencia. Ya los antiguos griegos
(Arquimides, Diofanto,...) se habian planteado estas cuestiones aunque sin dar ninguna respuesta
satisfactoria.

> El siguiente paso lo darfan Oresme y Stiefel generalizando a los enteros y los racionales los
exponentes de las fracciones.

> Pero para comparar las potencias y sus exponentes hacian falta tablas (y una base muy cercana
a 1). A comienzos del s.XVII ya existian algunas, confeccionadas por Stevin. Estas tablas eran de
tanto por ciento y se tomaba (1 + )" con r = 0,05; 0,04; ...

> Jobst Biirgi: suizo, fue uno de los primeros en construir una tabla de logaritmos basdndose en
las ideas de Stevin. Durante 8 anos confeccion6 su tabla de logaritmos con una tabla del tipo Stevin
como base: a- (1 +7)" con r = (1/10)* y para evitar encontrarse fracciones, eligi6 a = 10%. Puso
esos niimeros g; = 10%(1 + r)* en correspondencia con 10 - k para obtener:
108 —— 10%(147r) —— 10%(1+7)* ——
0o — 10 —— 20 - ...
Los numeros de la serie superior fueron impresos en pintura negra y los de la parte inferior fueron

impresos en pintura roja y se les llamo logaritmos rojos. Es decir, los rojos constituian los logaritmos
1/10

de los negros, divididos por 10® y con base (1,001)
Aunque Biirgi construyé estas tablas y pensé antes en el concepto de logaritmo, al publicarlo
posteriormente a Napier, casi nadie se acuerda de él.

> Napier: John Napier, inglés, fue el primero en publicar una obra sobre logaritmos usando las
ideas de Stevin, Stiefel y Arquimides. Napier tom6 (1 — 107) como base para la potencia y saco, a
principios del s.XVII, su tabla de logaritmos.

> Henry Briggs: inglés fascinado por las ideas de Napier, publicéd, a la muerte de éste, una obra
donde se recogian los logaritmos decimales del 1 al 1.000 con 14 decimales exactos. En publicaciones
posteriores se ampliaria hasta 20.000 y de 90.000 a 100.000. A partir de sus obras se publicarian
multitud de tablas de logaritmos incluyendo los de las funciones trigonométricas.

> Hay que senalar que ni para Biirgi ni para Napier el logaritmo de un producto o de un cociente
era igual a la suma o resta de sus logaritmos.

> Anélisis infinitesimal: cuando el anélisis infinitesimal entr6 en auge, se encontraron métodos
méas comodos para el calculo de logaritmos. La relacion “estrella” (y es la motivacion de la definicion
de logaritmo en este tema) es que si en la rama positiva de la hipérbola 1/z tomamos puntos A y
B que son respectivamente proporcionales a A y B sobre la misma rama, entonces el area de los
cuadrilateros curvilineos bajo la curva y de bases AB y AB son iguales.

> Euler: la teoria de las funciones logaritmicas obtuvo su culminacién en los trabajos de Fuler.
A &l pertenece la definicion general de las funciones logaritmica y exponencial como reciprocamente
inversas, la extension del concepto de logaritmo al caso complejo, la introducciéon del simbolo “e”
para los logaritmos naturales,...



2) Logaritmos:

> Definicién: llamaremos funciéon logaritmica a la siguiente funcién:

log: R— R
1
x+— log(z) :/ Zdt
1

es decir, el area bajo la curva de la grafica de la hipérbola equildtera en el primer cuadrante.

> Propiedades:
1) Siz>1-—log(z) >0

2) Siz=1-—1log(l)=0
, 71 |
3) Si0<z<1—log(x) = gdt:— gdt<0
1 T

4) Si z = 0 la funcion no estéa definida.

5) log(x) es derivable en R
del Célculo: (log(z)) =

~—~

pues es la integral de una funcion continua) y segun el T* Fundamental

K| —

> Teorema: el logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos.

Proof. Sea a >0, g(z) =log(x - a) — ¢'(z) ={ T*.F.C. } = %a _! — ¢'(z) = (log(x)) —

— g(z) =log(x) + k,Vx € R*. Siz =1 — log(a) = k — log(za) = log(z) + log(a)

O
> Corolario: el logaritmo de una potencia natural es el exponente por el logaritmo.
Proof. Por induccion:
n = 0: log(z?) = log(1) =0 =0 - log(z)
Cierto para n: log(z") = nlog(x)
n+ 1: log(z"™) = log(z™ - x) = log(z") + log(x) = nlog(z) + log(x) = (n + 1) log(z)
O
> Corolario: el logaritmo de un cociente es la diferencia de logaritmos.
Proof. log(x) = {a > 0} =log(% - a) = log(Z) + log(a) — log(Z) = log(z) — log(a)
O

> Mas propiedades:

6) Su dominio son lo ntimeros positivos: R.
7) En |0, 1] es negativa, en |1, 4o00[ es positiva y corta al eje X en (1,0).

1
8) Es estrictamente creciente pues (log(z))' = — > 0, Yz > 0.
T



10)

11)

12)

Es continua, infinitamente derivable (analitica de hecho) y concava pues (log(z))” = —— <0
T

No esta acotada ni superiormente, pues log(2") = n -log(2) — +oo, ni inferiormente, pues
log(27") = —nlog(2) — —oo. Luego su imagen es | — 0o, +00.

En 2 = 0 tiene una asintota vertical pues lim, o+ log(z) = —o0|.

log(z) es una biyeccion entre R™ y R (estrictamente creciente — inyectiva y como su imagen
en todo R — sobreyectiva).



3) Exponencial:

> Al ser log(z) una biyecciéon, admite funcion reciproca, (log)™' y ésta tendra por dominio los
niimeros reales y por recorrido los reales positivos. Entonces:

> Definicién: definimos la funcion exponencial como exp(z) = [log]~!(z), Vz € R.

> Teorema: la exponencial de una suma es el producto de las exponenciales:

exp(a + b) = exp(a) - exp(D)

Proof. Sean exp(a) = x1, exp(b) = x9 — log(z1) = a, log(xs) = b — a + b = log(x1) + log(xs) =
log(zy - x2) —> exp(a +b) = x1 - 9 = exp(a) - exp(b)

]
/
> Teorema: la derivada de la funcién exponencial es ella misma: (exp(x)) = exp(x), luego
k/
(exp(x)) >0, Vk € N.
Proof. (exp(a)) = (log(x) 1) = e = o~ log(x) ! = exp(a)
log/(log(z)™)  1/log(x)~!
O

> Corolario: la funciéon exponencial es convexa y es infinitamente derivable.
°1

>> Definicién: definimos el niimero “e¢” como: 1 = log(e) = / —dz, (1 <e<3).
L x

> Teorema: exp(x) = [exp(1)]” =e”, Vx € R.

Proof. Vamos a probarlo primero para N, luego para Q y, finalmente, para R.

N: sea k = 0: exp(0) = 1; (exp(1))? = 1; e” = 1.

Sea cierto para k — 1: exp(k — 1) = [exp(1)]*~! = e*~!

Sea n = k: exp(k) = exp(k — 1+ 1) = { suma es producto } = exp(k —1)exp(l) ={ H.L. } =
= (exp(1))F = eFle! = ek.

Se demuestra analogamente para Z.

Veamoslo para Q: sea a/b € Q.

b veces b
exp(a) = (exp(1))® = exp(b- a/b) = exp(a/b+ ~=~ +a/b) = exp(a/b) -~ - exp(a/b) = (exp(a/b))’.
Luego, exp(a/b) = (exp(1))/® = e/?
Para x € R consideramos {z,,} — = en Q y por la complitud de R y la continuidad de la exponencial
(pues su reciproca lo es) definimos lim,, ,, e*" = eliMn—etn = o7,

[
o0 xn
> Definicién (usando series): definimos la funcion exponencial como: exp(x) = E — VzeR
n!
n=0

=1
ye=)Y_ — (e=2,7182..).
n=0



> Nota: hemos usado el desarrollo de Taylor de exp(z) para = 0 y se comprueba que la serie
asi definida converge uniformemente en todo R con el criterio del cociente.

(1))

> Teorema: el nimero “e” es irracional.
a
-

1 1
Tomemos n € Nconn > 3,b. Entonces: § = 1+1+.. .+—'+Rn — n!% = n!—i—n!+n!5+. .AH14+nlR,
n! .

Proof. Seae:1—|—1+%—I—...+%+Rnysupongamosquee:

a n!
y tenemos que n!g € Z asi como todos los sumandos hasta - n!R, ha de ser entero.
n!

- conl<é<l—l<ef<e<3—0<R,= ¢ < —
(n+1)!  (n+1)!

R,
(n+1)!

— 0<nlR, =

—— < 1 pues n > 3.
(n+1) P

Pero lo anterior no puede ser ya que fic € Z con ¢ €]0, 1[— e es irracional.

O

> Nota: de hecho, “e” es trascendente, es decir, no es solucién de ninguna ecuacion algebraica
(ecuacion polindmica con coeficientes racionales); aunque demostrar este hecho excede con mucho
este tema.



4) Graficas de " y log(z):

> De acuerdo a las propiedades de la funcion logaritmo (ya explicadas) y que e es su funcion
reciproca, obtenemos lo siguiente:

> Propiedades de e*:

1) Sus graficas son simétricas respecto de la recta y = x.

(]

Dominio de e* = R.

Recorrido de e* = R™.

- W

ot

Es estrictamente creciente.

Es convexa en todo su dominio.

D

)
)
)
) Para por el punto (0,1).
)
)
)

7) lim e =400y lim e” =0 (— tiene una asintota horizontal en y = 0).

T—>+00 T—r—00

8) La funcion exponencial es un isomorfismo entre los grupos (R*,-) y (R,+) que transforma
sumas en productos.

-0l5 05 /1 15

o541 J_




5) Exponencial de base “a”:

>> Definicién: definimos la funcion exponencial de base a > 0 (a # 1)) como:

y = a® = exp(zlog(a)) = ™18 vz e R

> Propiedades:

1) (a®)¥ = a®.

(e} et log(a)
2) a' = a.
Proof. a' = el1o8(a) = glog(a) — ¢ -

3) a®t¥ =a" - aV.

Proof. elztv)logla) — grlog(a) . gylog(a) — gz . qu
]

> En la definicion hemos eliminado el caso a = 1 para evitar tener que lidiar con la funcién
constante f(z) = 1y tener que tratarla a parte o como caso especial en la mayoria de las situaciones.
Hecha esta aclaracion, consideramos dos posibles casos para los posibles valores de a:

> Caso 1 (a > 1): si @ > 1 la funcion es estrictamente creciente.

Proof. Si z <y — zlog(a) < ylog(a) — e*'8(®) < evlogla) 5 g7 < ¥,

> Caso 2 (0 <a<1):si0<a<1lafuncién es estrictamente decreciente.

Proof. Analoga a la anterior y teniendo en cuenta que si 0 < a < 1, el log invierte las desigualdades.
O

> Las graficas de las funciones f(z) = a® y g(x) = (1/a)* son simétricas respecto al eje Y, es
decir, f(z) = g(—z), Yz € R.
En ambos casos, son una biyeccion de R en Rt que transforma sumas en productos.
Como es biyeccion, podemos definir su inversa.

I [ - I ) IS S S




6) Logaritmo de base “a”:

> Vamos a definir la funcién reciproca de a® donde a € R — {1}

> Definicién: llamamos logaritmo en base “a” a la siguiente funcion:

_ log(z)
log(a)

y = log,(z)

> Propiedades:
1) La grafica de log,(z) es simétrica respecto a la recta y = x de la funcion a”
2) Sia>1,log,(z) es estrictamente creciente.

)

)
3) Si0<a<l1,log,(z) es estrictamente decreciente.
4) Las gréficas de log,(z) y log; /,(7) son simétricas respecto del eje X.
)

5) Ambas son biyecciones de RT en R que transforman productos en sumas.

> Notacién: hay dos bases especiales:

I) Si la base es el namero “€” lo llamaremos logaritmo neperiano y lo notaremos por “In”. En
algunos textos aparece como “L” o “Ln”.

IT) Si la base es 10 lo llamaremos logaritmo decimal y lo notaremos por “log”.

> Cambio de base: si tenemos log,(x) y log,(z), jqué relacion guardan entre ellos?

_log,(r) In(a)
g3 () = o2 = e - loga()




7) Consecuencias:

> Antes de considerar los casos reales donde aparecen las funciones exponenciales y logaritmicas,
veamos una serie de resultados que atanen a las derivadas y algunas caracterizaciones ttiles.

> Derivadas:

> Las funciones f(z) = a” y g(z) = log,(x) son, por definicién, infinitamente derivables v,
ademas:

()" = a*(tnfa)”
(IOga(:v)>n/ _ (=1)" - (n—1)!

In(a) - zn

['()
/()

> Si tenemos h(z) = f(1)9® = h'(z) = h(x) [g’(x) In(f(z)) + g(x)

> Caracterizaciones:

> Si f(x) es derivable y f'(z) = - f(z), Vo € R, entonces f(x) = ke*”, Vo € R

> Si f: R+~ RT es estrictamente creciente y verifica:
a) f(z+y)=fz) fly), Vo,y eR
b) f(1)=a>1

Entonces f(x) =a®, Vx € R

> Si f:R+— R* es estrictamente decreciente y verifica:
a) flz+y)=f(z) f(y), Vz,y €R
b) f(1)=a<1

Entonces f(x) =a”, Vo € R

> Si f:R" — R es estrictamente creciente y verifica:
a) f(z-y)=flx)+ f(y), Yo,y e R
b) Ja € R*,a > 1 tal que f(a) =1

Entonces f(x) = log,(x), Vz € Rt

> Si f: RYT — R es estrictamente decreciente y verifica:

a) f(z-y) = f(x)+ f(y), Vo,y € R

b) Ja € RT,a < 1 tal que f(a) =1



Entonces f(x) =log,(z), Vx € RT

> Logaritmo natural de un entero positivo: si consideramos el desarrollo en series de:
2 3 n+1

2 oz
m(lta)=c— o+ 2 (et
n(l+z)==x + + (—1) CF
1 1 1

2! 3l
2n+1 N 3(2n+1)3 N 5(2n +1)°

con —1 < z < 1, obtenemos que:

In(1+n)=1In(n)+ 2[

un nimero natural a partir del natural anterior (asi era como se hacian las tablas de logaritmos).

+ ... | que permite calcular el logaritmo de

n

. €
> Teorema: lim — = +o00, Vn € N
r—o0 "

Proof. No es mas que una aplicacion de la regla de L’Hopital.

«

> Teorema: lim T 400, Vn € N, Va > 0
w2 ()"

Proof. No es mas que otra aplicacion de la regla de L'Hopital.



8) Complejos:

)
> Consideramos la serie g —con z € C. Dicha serie es convergente Vz € C.
n!

n=0
[o.¢] Zn
> Definicién: llamamos exponencial compleja a la funcion f(z) = E — vz e C.
n!
n=0

> Propiedades:

1) exp(z) = exp(z), Vz € C.

(\V]

exp(0) = 1.

w

Las dos primeras propiedades caracterizan a la exponencial.

N

Si z € R, exp(z) = e”, es decir, exp(z) = e* extiende a la exponencial real.

(&)

Teorema de adicion: exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

D

Formula de Euler: Vi € R, se cumple que: exp(i - t) = cos(t) + isin(t) — ™ + 1 = 0.

-~

Dado z = Re(z) + iIm(z), tenemos: e* = ef¢*)(cos(Im(z)) + isin(Im(2))).

oo

La exponencial compleja no se anula nunca.

9) e® es periodica de periodo 27i; e = e +— 2z — w € 27w € Z.

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

10) La exponencial compleja es analitica.

> El comportamiento peridédico de e* se va a traducir en que la solucién e* = w #£ 0 va a tener
infinitas soluciones. Tenemos la siguiente definicion.

> Definicién: cualquier niimero complejo satisfaciendo que e = z se llama logaritmo de z. Los
representamos por: Log(z) = {In(|z|) + ¢ - (arg(z) + 2kw), k € Z} = In(|z|) + i - Arg(z), z € C.

> Definicién: llamamos logaritmo principal a In(z) = In(|z|) + i - arg(z), ¥z € C (k = 0).

> Nota: log(z) + log(w) # log(z - w) en general, pero si es cierto que In(z) + In(w) € Log(z - w).



9) Situaciones reales:

> Existe un gran nimero de fendmenos naturales (de caracter fisico, quimico, biolégico,...) en que las
medidas de dos magnitudes estan ligadas por ecuaciones exponenciales o logaritmicas (y = yo-e* +—

r=1Ln(2)).

> En general, siempre que una magnitud cambie con una velocidad proporcional a esa magnitud,
se puede asegurar que la relacion matematica estd basada en la funcién exponencial y obedece a
llamada “ley de crecimiento”. Si derivamos, y' = (yoe®)’ = kyoe** = k - y, vemos que la variacion de

“y” es proporcional a ella misma.

> Numero de bacterias que encierra un cultivo: depende del tiempo y de la velocidad de variacién
de “y(t)”, que es proporcional al nimero presente de bacterias en ese momento, “y(tx)”. Lo anterior
nos hace prever una ley exponencial para expresar “y(t)” de la forma y(t) = yoe™ con gy = ntimero
inicial de bacterias.

> Velocidad de transformacion en glucosa y sacarosa del azicar de cana en una soluciéon diluida:
se ha demostrado que es proporcional a la concentracion del aztcar no transformada, por lo que
y'(t) =k y(t) — y(t) = yoe*?, con yy = concentracion para t = 0.

> Desintegracion de las sustancias radioactivas: este fendmeno ocurre de manera que el niimero
de atomos de un elemento radioactivo que se desintegran en un tiempo dado es proporcional al
ntimero actual de Atomos y, por tanto, obedece a una ley exponencial: c(t) = coe™*, donde ¢y = n°
de 4tomos en t = 0. Se llama periodo de desintegracion al tiempo en que el niimero de atomos se
reduce a la mitad (en miles de afios). La vida media, v, de un material radioactivo se define como

la media de vida de sus nucleos radioactivos. A k = —, se la llama constante de desintegracién que
v

mide la probabilidad de desintegracion.

> Absorcion de la energia de una onda por un determinado medio: I = I - e, donde I, es la
intensidad inicial de la onda, “\” el coeficiente de absorcion del medio y “x la longitud del trayecto.

[1Peh]

> Interés continuo: proporciona el capital disponible acumulado a un interés continuo, “7”, anual
en tanto por uno: ¢ = ¢ - €', donde ¢y es el capital inicial.

> Leyes estadisticas: la funcion Normal obedece a una expresion f(z) =k - e’




> En los ejemplos anteriores podemos tomar la variable del exponente tomando logaritmos. Sin
embargo, la funcién logaritmica tiene interés per se en las ciencias experimentales.

> Concepto de pH: en Quimica, para considerar el caracter de una disolucion (4cido, basico o
neutro) se utiliza el concepto de pH para expresar las concentraciones de iones positivos de hidrégeno.
El danés Sorensen definié el pH como el logaritmo decimal del inverso de la concentracion (en moles
por litro) de iones de hidrogeno:

pH = log () = —loa(#)

> Escala Ritcher: la magnitud de un seismo en la escala Ritcher viene dado como una funcion
logaritmica de la energia, “E”, del seismo en Kw/hora:

M =k -log(aE) + ks ~ 0,67 - 10g(0,37 - E) + 1,46

> Sensaciones sonoras: para las sensaciones sonoras, medidas en decibelios, existe una funcién
logaritmica que nos relaciona las mismas con la intensidad “I” del sonido y la intensidad minima,
“Iy”, para ser percibido:

S =10-log (]i)

0



