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1) Introduccion:

> Antigua China: la primera vez que tenemos conocimiento del uso de matrices se remonta a la
Antigua China y a la obra-recopilatorio de los logros de la matematica China hasta el s.I d.C.
“La Matemética en Nueve Capitulos”. Obviamente ellos no las llamaron matrices y las filas y las
columnas no gozaban de las mismas propiedades. Las usaban para resolver sistemas de ecuaciones
lineales de una manera muy parecido al método de Gauss (para ello inventaron los niimeros negativos,
desconocidos en Europa hasta el s. XV) y las aplicaban a las finanzas, obras hidraulicas, cuadrados
mégicos,.... Destaquemos que en Europa no se habla de determinantes hasta el s. XVII (curiosamente,
las “matrices” aparecen después para nosotros).

> Determinantes: los determinantes tuvieron un gran desarrollo durante los siglos XVII-XIX
donde hubo contribuciones de Leibniz, Lagrange, Vandermonde, Gauss, Jacobi,...

> Cayley: antes de que Cayley, en el s.XIX, introdujera las nociones bésicas sobre matrices, ya
se habian descubierto muchas de sus propiedades. El mérito de Cayley estriba en extraer la idea de
matriz a partir del determinante y, por ello, es considerado como el fundador de la teoria de matrices.
En sus trabajos, Cayley introduce la suma de matrices, su producto (y ya se da cuenta de que no es
conmutativo en general), el producto por un escalar, la matriz nula, la inversa, la simétrica,...aunque
comete algunos fallos como asegurar que A- B = 0 si A o B son no invertibles (y esto es falso, se
requiere que ambas no lo sean).

> Tras la publicaciéon de la obra de Cayley mucho matematicos han contribuido a ampliar y
completar al teoria de matrices. Destacamos a Frobenius y a Jordan.



2) Definiciones:

> Dado un cuerpo Ky dos espacios vectoriales sobre él, (V,+,) y (V,—i—,-) con dim(V) = m,

dim(V) = n, podemos considerar f : V + V homomorfismo. Como ya sabemos, podemos
determinarlo si conocemos las imagenes de una base de V.

> Sean B = {vy,..., v}y B = {1,...,0,} bases de V' y V respectivamente. Entonces, dado
beV—>b:Aalvl+...+amvm
Como f(b) € V. — f(b) = p1v1 + ... + Buln
Entonces: 61@1 + ...+ Bn@n = f(b) = { “f” lineal } = Oélf(vl) + ...+ Oémf(Um) = Oél(auf)l + (112@2 +
oot a1, 0n) + o4 (@101 F G202 + .+ s ¥y). Agrupando y teniendo en cuenta la unicidad
de representacion respecto a la base, obtenemos:
f1 = a1 + ... + Qplm
es decir, si conocemos las imagenes de una base B podemos determinar
Bn = Q101 + ... + QWpGpn

el homomorfismo. A las componentes de las imagenes de B (f(v1),. .., f(vm)) respecto de B las
escribimos como:

a1 ce Q1np f(Ul
Am1 -+ Omn f(vm)
aip ... QAip
> Definicién: a M = : : la llamaremos matriz asociada al homomorfismo “ f”
Am1 -+ Amn

entre V' y V.

> Nota: al ser la representacion respecto a la base tinica, existe una biyeccion entre las matrices
m X n y los homomorfismo entre dos espacios vectoriales.

> Definicién: llamaremos filas a las lineas horizontales y columnas a las verticales.

> Definicién: decimos que M tiene/es de orden (m x n) donde m = dim(V) = n° de filas y

~

n = dim(V) = n° de columnas. En el caso de que m = n diremos que M es cuadrada.

> A los elementos de A los notaremos por a;; con ¢ = fila y j = columna.
Dos matrices seran iguales cuando: A = B <— a;; = bj, Vi, j.

>> Definicién: llamaremos matriz fila a las de orden (1 X n) y matriz columna a las de orden
(m x 1).

> Definicidén: llamaremos matriz traspuesta de una dada a la que se obtiene cambiando las filas
por las columnas de la original: si A € M, ,xn +— A" € My v aﬁj = aj;. Ademéas, A = (A")".




> Definicion: decimos que A es simétrica si A = A, esto es, si a;; = aji, Vi, J.

> Definicién: una matriz es antisimétrica si A* = —A, es decir, si a;; = —aj;, Vi, j. Esto fuerza
a que aj; = 0, Vj.

> Teorema: toda matriz cuadrada se puede descomponer de forma tnica como suma de una
matriz simétrica y otra antisimétrica.

>> Definicién: una matriz cuadrada es triangular inferior (superior) si a;; = 0, Vi < j (a;; = 0,
Vi > j).

> Definicidn: una matriz es diagonal si todos sus elementos a;; = 0 cuando ¢ # j, es decir,
cuando es triangular superior e inferior a la vez. Si, ademés, a;; = o € K, diremos que es
matriz escalar.

> Definicién: si tomamos K = C podemos hablar de la matriz conjugada de A, A, donde sus
elementos son los conjugados de los elementos de A.

> Definicién: diremos que A es hermitiana si A = A? (— a;; € R, Vj).

> Definiciéon: una matriz es normal si A* x A = A x At.

> Si en una matriz eliminamos filas o columnas obtenemos una submatriz de la primera. Fl
proceso contrario (anadir filas o columnas) se llama orlar una matriz.

> Podriamos haber definido el concepto de matriz de otra manera en vez de usar homomorfismos
entre espacios vectoriales. Por ejemplo: dado un cuerpo K, una matriz sobre K es un conjunto de
(m x n) elementos representados mediante “m” filas y “n” columnas.
La ventaja del enfoque que he dado con homomorfismo es que las operaciones y sus propiedades se
definen de manera “natural” y no hay que demostrar nada pues todo se hereda de las propiedades de
los homomorfismos.



3) Estructuras:

>> Definicién: al conjunto de todos los homomorfismos (aplicaciones lineales) entre los espacios
vectoriales V' y V' lo llamaremos: L(V; V).

> Suma de matrices: dados f,g € L(V; ‘7) definiendo h = f 4+ ¢ : V — V dada por
h(v) = (f+g)(v) = f(v)+g(v) se tiene que h e L(V;V). Esto nos dice que existe una matriz asociada

. 1, =1
al homomorfismo “h”. Si M; = (aw)z oy My = (bij);—y ) son las matrices asociadas a “ f” y “g”
i=1,....m

respectivamente, observamos que la matriz M asociada a “h” es: M = M+ My = <aij + bij> A ,
]:17"'7n

es decir, la suma elemento a elemento de M; con M,.

> (Myxn, +) €s un grupo abeliano.

> Producto por un escalar: dados f € L(V;V) y a € K podemos definir o = (af) : V = V
por h(v) = (af)(v) = af(v). Claramente h € L(V;V) con lo que existird su matriz asociada. Si

llamamos M; = (aij> a la matriz asociada a “ f”, entonces la matriz asociada a “h” es M = (a . aij>,
es decir, la multiplicacién elemento a elemento por el escalar .

> (Myxn, +, ) €s un espacio vectorial y (por ello) se cumple que Vo, 5 € K, VA, B € M,,xn:
1) a-(A+B)=a-A+a-B

3) (af)-A=a(f-A)

) a
2) (a+pB)-A=aA+ pBA
)
) Dado e € K| su neutro, e- A = A

4

A

> Teorema: los espacios (L(V; V), +,-) ¥y (Myxn, +, ) son isomorfos.

> Producto de matrices: vamos a tratar de definir un producto interior de matrices. En
general esto no serd posible. Para ver cuando si lo es, volvamos a la definicién y pensemos en tres

espacios vectoriales v, V', V y los homomorfismos f : V — V, g : V +— V. En esta situacion tiene

sentido hablar de (go f) : V +— V con (go f)(v) = g(f(v)) que es un homomorfismo entre dos
espacios vectoriales. Entonces existira su matriz asociada M. Para continuar, fijemos dim(V') = m,

dim(V)=ny dim(\:/) =p.

La matriz de “ f” sera M; = (aij) """ "y lade “g” serd My = (bw)]’ll’;"”p y (go f) = My x M.
Tomamos B = {vy,...,v,} base de V, B = {0;} base de V y B = {0;} base de V.

(g o f)(v;) = (ainbi1 + apbay + . r;i— Ainbn1) - 4.+ (ainbiy + ...+ ambnp)@p

Es decir, la matriz M = <cij)‘ "~ asociada a (g o f) tiene por elemento ¢;; a al suma de los

Jj=1,..,
productos de los elementos de la fila “” de M; y de la columna “j” de Ms.



> Nota: esto nos estd imponiendo que para poder multiplicar dos matrices no cuadradas, el
ntmero de filas de la segunda y el nimero de columnas de la primera han de ser iguales.

> Propiedades: (siempre que tengan sentido las operaciones):

1) Asociativa: (A x B) x C = Ax (B x ()

2) Sean A, B € Myxn, @ € R. Entonces: (A+B)=A"+B" // (a-A)f =a«a- Al
3) VA € Myxn, B € Mysp: (AX B)t =B x A

> Es claro que de la definicion de producto de matrices no podemos esperar ninguna estructura
adicional (como anillo, grupo,...), pero si nos restringimos a las matrices cuadradas podemos encontrar
algunas estructuras interesantes.

> Definicién: al conjunto de homomorfismo de V' en V los llamaremos endomorfismos de V' y
lo notaremos por End(V'). Es claro que (End(V'),+, ) es un espacio vectorial.

> A cualquier endomorfismo le corresponde una (unica) matriz de orden n = dim(V'), Todas
las propiedades de (M,,xn,+, ) se transcriben literalmente a (M, +,-). Pero aqui si tiene sentido
hablar del producto de matrices, pues dos matrices de orden “n” siempre se pueden multiplicar

(equivalentemente, siempre podemos componer dos endomorfismos de V).

> Nota: como (fog) # (go f) en general, el producto de matrices no sera siempre conmutativo.

> Como hemos podido definir las estructuras de anillo y espacio vectorial en End(V) —
(End(V'),+,-,0) es un algebra no conmutativa con unidad <+— (M,,, +,-, X) (con x = producto de
matrices) es un algebra no conmutativa con unidad.

> Teorema: (End(V),+,-,0)y (M,,+,-, x) son isomorfos como algebras.

> Hay subalgebras especiales como las formadas por las triangulares superiores, las diagonales,...



4) Determinantes, menores, rango:

> Para abordar de una manera muy sencilla la secciéon de la matriz inversa, necesitaremos una serie
de conceptos previos (que ni demostraré sus propiedades ni los explicaré con mucho detalle porque
eso se hace ya en los temas 16 y 19).

@11 a2

> Definicién: dada a € Mo, la aplicacion det(A) = o a
21 (22

= Q11 Q922 — Q1204921 la llamaremos

determinante de A. Sea ahora A € M,,: det(A) = Z ajl-(—l)jH det(A;1) donde Aj; es la submatriz
j=1

de A a la que hemos quitado la fila “5” y la columna “1” (A;; € M,,_1).
> El determinante es una forma n-lineal alternada y de ahi se obtienen todas sus propiedades.

> Definicion: llamamos menor de orden “k” al determinante de una submatriz de A formada
por la interseccion de “k” filas y “k” columnas de A.

> Definicién: sea A € M, llamamos menor complementario de a,; € A al menor de orden

[APe2]

“(n —1)” formado donde hemos suprimido la fila “7” y la columna “j”. Lo notamos por [a;;].

> Definicién: llamamos adjunto del elemento a;; al ntmero: A;; = (—=1)""7 - [a;;]. A la matriz

formada por los adjuntos la llamamos matriz adjunta. A= (A)
ij=1,.m

> Definicién: llamamos rango de una matriz A € M,,«, al orden del mayor menor no nulo de
la matriz A.



5) Matriz inversa:

> Como (M, +, X, -) es un algebra no conmutativa con unidad — (M,,, +, X) es un anillo unitario
no conmutativo. Claramente, no todos sus elementos tienen simétrico para el producto. Para ver
cudles si, tendremos que restringirnos a una clase especial de endomorfismos y via el isomorfismo
End(V') <— M,, obtendremos la clase buscada.

> Definicién: a los homomorfismos biyectivos de V' en si mismo los llamaremos automorfismos
de V, que representaremos por Aut(V') o GL(V') (grupo lineal de V).

> Es claro que (GL(V),+,-,0) es un algebra, pero, ademés, para cualquier elemento suyo existe
su inverso que también estard en (GL(V),+,-,0) (si “f” es homomorfismo biyectivo, “f~1” también
lo es y se cumple que fo f~! = f~'o f = Idy). Ahora, nos falta identificar GL(V') con una cierta
clase de matrices.

> Teorema: cada automorfismo de V tiene asociado una matriz cuadrada de orden “n”, A, que
tiene simétrico para el producto. A dicha matriz, asociada a “f~! la llamaremos A~!.

> Teorema: sea A € M,,. Entonces A es invertible <— |A| # 0.

Proof. =>: Sea A ' e M, tq Ax A ' =A"1xA=1d, — [Ax A7 =|A|- |47 =|Id,| =1 —
Al # 0

<: Sea * € M,, asociada a f € End(V) respecto de la base {vq,...,v,}.

Por hipétesis |A| = |f(v1),..., f(vn)] #0 — {f(vj),j = 1,...,n} forman una base de V. — “f”
es biyectivo — f € Aut(V) — If 1 — A1

> Proposiciéon: Si A tiene inversa, ésta es tnica.

> Proposicion: dadas A, B invertibles, entonces (A x B)™' = B! x A™!

Proof. Debido a la unicidad de la inversa, hagamos la multiplicacion con el candidato y comprobemos
que, efectivamente, es la inversa del producto A x B:
AXBXx(AXxB)'=AxBxB!'xAl'=AxId, x A '=Ax A1 =1d,

> Proposicion: sea A € M, entonces, si A tiene inversa, se cumple que |A|™! = —

|A]

> Definicién: una matriz se dice regular cuando su determinante es no nulo. Si |A| = 0, decimos
que A es singular. Si A™! = A" decimos que A es ortogonal y se cumple que |A| = +1




> Caélculo de la matriz inversa: para calcular la inversa de una matriz existen varios métodos
(exactos, iterativos,...) y aqui expondré el que usa mas ingredientes teoricos del tema.

> Dada A € M,, tenemos:

1) Los menores complementarios: [a;]
2) Los adjuntos: A;; = (—1)"]a;]

3) La matriz de los adjuntos: A = (Aij)
ij=1,m

> Proposicién: si A es una matriz regular, su inversa, A~!, es igual a la matriz adjunta de A
traspuesta, multiplicada por el inverso del determinante. Es decir:

1 -
A7l = At
|4
Proof. Como la inversa es tinica, multiplicamos directamente y comprobamos que nos sale la identidad:
Al 0 ... 0
a; ... Qin A A A, |
» .1 1 .11 21 .1 1 0 [Al ... 0 1
Ax AT = N ID : 'WZ : . 'mzldn L
Ap1 ... QApp Aln Agn c. Ann i '

0 ... 0 |A



6) Aplicaciones:

> En la exposicién y resolucion de ciertos conceptos y problemas matematicos las matrices han
contribuido esencialmente, e incluso han permitido avanzar en el conocimiento, construccion y estudio
de nuevos campos. El importante papel que juegan en Algebra, Geometria, Analisis, Probabilidad,
Estadistica,... no es posible abarcarlo en este tema, pero podemos enumerar algunas de las areas
donde intervienen, de manera que simplifican el problema y aplican el dlgebra de matrices para su
resolucion.

> 1) Algebra: estudio de los homomorfismos entre espacios vectoriales a partir e las matrices
de los mismos.

> 2) Algebra: Cambio de base en un espacio vectorial. Cambios de coordenadas entre variedades
diferenciables.

>> 3) Algebra: Discusion y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

> 4) Geometria: estudios de planteamientos dados en la geometria afin y métrica tales como
posiciones relativas de rectas y planos en el espacio, estudio de cuadricas y conicas en Astronomia
(para el estudio del movimiento de los planetas), son muy utiles en Cristalografia también.

> 5) Ingenieria o Fisica: en problemas donde podemos necesitar determinar maximos y minimos
de funciones de varias variables (matrices Jacobiana y Hessiana). Dentro de las Ecuaciones Diferenciales
tenemos las matrices candnicas de Jordan.

> 6) Estadistica: el empleo de matrices va desde la matriz de datos, la matriz de correlaciones,
de desviaciones, de varianza-covarianza,... hasta su uso en el estudio de distribuciones n-dimensionales,
métodos de estimacion de modelos lineales, cadenas de Markov y sus matrices de transicion,...

>> 7) Otras areas del conocimiento: en Psicologia tenemos la matriz de varianza-covarianza
que sirve para estudiar conductas de individuos. En Biologia multitud de modelos se representan
matricialmente y tienen una fuerte relacion con las cadenas de Markov para observar su evoluciéon
(como el modelo Wright-Fisher). En Criptografia se usan matrices para generar codigos seguros.
Las matrices asociadas a grafos son muy importantes en telecomunicaciones, circuitos eléctricos,...
En Economia las matrices son basicas en todo lo relacionado con la programacion lineal y el anélisis
econémico “input-output”.




