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1) Introduccion:

> Hablar un poco sobre los Naturales.

> Con los nimeros naturales, ecuaciones del tipo a + x = b no tienen soluciéon salvo que b > a,
como consecuencia de que ningin elemento, salvo el cero, es simetrizable para la operaciéon “suma’”.
Se trata de buscar otro conjunto donde podamos ampliar el nimero de soluciones de la clase de
ecuacion propuesta, de forma que N sea una parte estable del nuevo conjunto con la suma inducida
y donde la estructura algebraica goce de la propiedad de simetria.



2) Enteros:

> En N x N definimos la relacion binaria: (a,b)R(c,d) <— a + d = b+ ¢ que es, trivialmente, una
relacion de equivalencia (reflexiva, simétrica, y transitiva).

N x N
> Definicién: llamamos conjunto de los Numeros Enteros (Z) al conjunto

> Vamos a elegir los representantes canonicos de cada clase. Sea (a, b), tendremos:
a) a > b — tomamos como representante (n,0) donde a = n + b y lo llamaremos “positivo” +n
b) a = b — tomamos como representante el (0,0) y lo llamaremos “cero™ 0

c) a<b— IpeNtalquea+p=>b— (0,p) y lo llamaremos “negativo”. —p

Si consideramos la semirrecta diagonal del primer cuadrante cada clase de equivalencia estara formada
por las parejas naturales que estan sobre la misma semirrecta paralela a la citada. Los representantes
canoénicos son los puntos de origen de la semirrecta. Giramos el eje OY hasta prolongar el OX para
obtener la representacién usual como una recta.

> Suma o adicion: Vz, y € Z siendo (a, b), (¢, d) elementos de sus clases respectivas, definimos
la suma de x e y como:
r+y=(a+cb+d)

> Propiedades:
1) Asociativa: Va, y, z € Z, (x+y)+z=2+ (y + 2)

2) Elemento neutro: Vz € Z, e =“0"'cZ:e+z=z2z4+e=z

3) Elemento simétrico: Vz € Z, 312 tq 2+ 2=242=0. Si 2= (a, b) «— 2 = (b, a)

)
)
)
)

4) Conmutativa: Ve, y € Z, v +y=y+=x

> Proposicion: Vr, y, 2 €Zsic+z=y+z=—=x =y



> Proposicién: la ecuacion a + z = b, Va, b € Z, tiene solucion en Z

> Producto: Vz, y € Z siendo (a, b) y (¢, d) elementos de sus clases respectivas, definimos el
producto como:
r-y=(a-c+b-dya-d+b-c)

> Propiedades:
1) Asociativa: (z-y)-z=x-(y-2)

2) Elemento neutro: dle € Z,e=1talquel-z=2-1=2,Vz € Z

3) Conmutativa: Ve, y € Z, z-y=vy-x

)
)
)
4) Distributiva: Vo, y, z€ Z: x - (y+z2)=z-y+z- 2

> Por lo tanto, (Z, +, -) es un anillo conmutativo con unidad.
> Proposicién: Vz € Z, 2-0=0-2=0

> Proposicion: (Z, +, -) no tiene divisores de cero, luego es un Dominio de Integridad (= anillo
conmutativo sin divisores de cero y con unidad).

> Proposicién: Vz, y, z € Z*, six-y=z-2¢+—x =y

> Orden en Z: Vz, y € Z siendo (a, b), (¢, d) elementos de sus clases respectivas, decimos que x
es menor o igual a y si:

r<ysiat+d<b+c (ox<y<+—y—xzecZ U{0})

> Proposicién: la relacion “<” es una relacion de orden y es de orden total.

> Proposicidon: el orden propuesto es compatible con la suma y el producto de enteros positivos.
Sie<yyz<w—zr+z<yt+w
SikeZU{0},z-k<y-k

> Proposicion: (Z, +, -, <) no estéa bien ordenado. (Z*, <) si lo esta pero (Z~, <) no

> Valor absoluto: llamamos valor absoluto de un niimero a la aplicacién
f:Z—N z—|z|={2zs812>0,—2512<0,0si2=0




> Propiedades:

6) Va,y € Z, ||z — [yl < |z +yl < |2[ + |y

1) |z >0

2) |2l =0¢— 2=

3) z < |z|

4) —|z[ <2

5) 2| <a+— —a<z<a
)

)

7) Vo, y € Z, |z -yl = [z] - [yl



3) Ideales:

> Definicién: sea A anillo conmutativo e I C A subconjunto. Decimos que [ es un ideal de A si:
a) I es un subgrupo del grupo aditivo de A
b) Vae A,Vzel,a-x €l

> El elemento neutro de la suma es un ideal de A llamado ideal cero. El anillo A es otro ideal.
Si A posee unidad el ideal 1 es el propio A. Los ideales (0) y (A) se llaman impropios. Cualquier
otro ideal se llama propio.

> Definicion: Va € Z, llamamos conjunto de miltiplos de “a”; al conjunto: (a) = {z € Z tq
z=a-h,con heZ}

> Proposicion: el conjunto (a) es un ideal de Z

Proof. Vx,y € (a), jx —y € (a): z=a-hyy=a-k—zxz—y=alh—k)=a-m € (a)
Vz€Z, a-x€(a)conx=a-h?: a-x=alh-h)=a-k € (a)

> Definicién: al conjunto de ideales de Z lo llamaremos I(Z).

> Definicién: diremos que un ideal es ideal principal si estd generado por un solo elemento.

> Definicién: un anillo se llamaré principal si es conmutativo y todo ideal de A es principal.

> Teorema: Z es un anillo principal.

Proof. Sea I C Z ideal. Sean I'" e I~ el conjunto de los nimeros positivos y negativos de I. El
conjunto I tiene primer elemento por estar bien ordenado.

Sea r =min{[*},Vae I, a>x —a=z-q+rconr<z=r=a—x-q,conr >0.

Pero sir > 0 por ser r < x y r € I tendriamos una contradiccion con que z es el elemento minimo
—r=0-—Vaelt a=q - — tomando —a = (—¢) - x tenemos que [ =< z >= (). Por
tanto, [(Z) = (x), Vx € Z

]

> Definicion: decimos que (a) es un subideal de (b), o que (b) es un superideal de (a), cuando
(a) es un subconjunto de (b).

> La relacion “ser subideal de” es una relacion de orden en I(Z). Es decir, (I(Z), C) es un
conjunto ordenado donde si (a) es subideal de (b), (a) C (b) como conjunto. Por ejemplo, (8) es un
subideal de (4)



> Definicién: V(a), (b) € I(Z) llamamos suma de (a) y (b) al siguiente ideal:
(a)+(b)={2z€Ztqz=x+yconze(a),yec (b}

> Propiedades:
1) Idempotencia: (a) + (a) = (a)
2) Asociativa: [(a) + (b)] + (¢) = (a) + [(b) + (¢)]

3) Conmutativa: (a)+ (b) = (b) + (a)

> Definicién: llamamos interseccion de (a) y (b) al siguiente ideal:
(a)N(b)={2z€Ztqz€(a)y z€ (b))}

> Propiedades: las mismas que la suma.
> Nota: (a)+ (b) = (d) € I(Z), (a) N (b) = (m) € I(Z)

( )l> Teorema: V(a), (b) € I(Z) tenemos que: Sup((a), (b))=(a)+(b) = (d), Inf((a),(b))=(a)N(b) =

Proof. (a) ={z€Ztqz=a2+0tqz € (a),0€ (b))} y (b)) ={2€Ztqz=0+ytq0 € (a),
€ (b)}, luego (a) y (b) son subideales de (d).

Supongamos (d)tal ave (o), ) € (d) — (@) () € (@) . por o tanto, 6) () = (0) € () — (&)

es el menor que los contiene.

Se demuestlfzl andlogamente para la interseccion.

O

>> Corolario: vimos que el par (I(Z), C) era un conjunto ordenado y a cada par de ideales les
hemos asociado un extremos superior y un extremo inferior. Por tanto, (I(Z), C) es un reticulo.



4) Divisibilidad:

> Definicién: Va, b € Z decimos que “a” divide a “b” cuando dec € Z tq a - ¢ = b. Lo notamos por
alb.

> Esta relacion de divisibilidad es de preorden, pues cumple reflexiva y transitiva pero no
antisimétrica. Para que cumpla esta tltima tendremos que tomar ntimeros asociados.

> Definicion: sea U = {—1, +1}. Decimos que a, b € Z son asociados si a = u - b para cierta
uelU

> Definicion: la relacién “a” divide a “b” cuando hablamos con ntimeros asociados es de orden
y la notamos por: alb «— dc € Z tq a - ¢ = b donde € Z/asociados.

> Nota: a partir de ahora se sobreentiende la relacion de divisibilidad y por ello escribimos alb
nada més.

> Propiedades:

1) Sialby alc — a|(b+c¢)y al(b—c)

(]

Sialp — al(b- k), Vk € Z

w

Si alb — alb™, ¥n € N*

e

Si alb — al |b|

(&)

Si alb — |a] | |b]

(=]

Sialp —b=0o0 |a| < b

|

)
)
)
)
)
)
) Ya € Z, al0
)

8) SiueU, ulb, Vb € Z

> Definicién: Va, b € Z decimos que “a” divide a “b” cuando (b) C (a).

> Proposicién: ambas definiciones son equivalentes.

Proof. Sialb — Jc € Z tq a-c=b— (b) C (a) por ser Z anillo principal.
Sialb — (b) C (a), luego b € (a) y como Z es anillo principal, 3c€ Z tqa-c=b

]

> Con la definicion a través de ideales todas las propiedades anteriores son demostradas automaticamente
sin esfuerzo, algo que no es obvio si usamos asociados. Para hablar del m.c.d. y del m.c.m. usaremos
ideales pues nos dan demostraciones mas elegantes que si usamos la otra definicion.



> Definicién: llamaremos ideal m.c.d. de “a” y “b” al ideal suma: (d) = (a) + (b).

> Definicién: llamaremos m.c.d. de “a” y “b” (y lo notamos por m.c.d.(a, b)) a la base positiva
de: (d) = (a) + (b).

>> Proposicion: sea d =m.c.d.(a, b). Entonces todo divisor de “a” y de “b” es divisor de “d”.

A,

Proof. d|a +— (a) C (d), d|b +— (b) C (d) — (a) + (b) = (d) C (d) +— d|d

O

>> Corolario:“d” es el mayor de divisores comunes de “a” y “b”. Ademas, si a|b <> m.c.d.(a, b)=a

>> Teorema de Bezout: si d =m.c.d.(a, b)— I\, p€Ztqd=X-a+p-b

Proof. Vx € (a) «+— INEZtqA-a==x
Vye(b)«+— JueZtqu-b=y
Si d =m.c.d.(a, b)— (a)+(b) = (d) — z+y = d para ciertos z € (a) ey € (b). Luego, d = A-a+pu-b

O
> Definicién: decimos que dos nameros son primos entre si si m.c.d.(a, b)=1
> Propiedades:
1) Si m.c.d.(a, b)=d — m.c.d.(a/d, b/d)=1, es decir, a/d y b/d son primos entre si.
2) Sim.cd.(a, b)=1,3\, peZtqr-a+pu-b=1
3) Sim.c.d.(a, b)=d — m.cd.(a-¢c,b-c)=d-c
4) Sim.c.d.(a, b)=dy ademas cla y ¢|d — m.c.d.(a/c, b/c)=d/c
>> Teorema de Euclides: si a|b-cy m.c.d.(“a”, “b”)=1— alc
Proof. Por el Teorema de Bezout, I\, pe ZtqA-a+p-b=1—Ac-a+puc-b=-c.
Como a|Aca y alpbe por hipotesis — al(Aa + pb) - ¢ — alc
0

>> Definicion: llamamos ideal minimo comun multiplo de “a” y “b” al ideal interseccion: (m) =

(a) N (0)

> Definicién: llamamos minimo comin multiplo de “a” y “b” (y lo notamos por m.c.m.(a, b)) a
al base positiva de: (m) = (a) N (b).

> Proposicion: sea m otro miltiplo de “a” y “b”. Entonces m|m.

Proof. Como a|m, bl — (m) C (a), (b) — (a) N (b) = (m) D (M) <— m|m



>> Corolario: El nimero m=m.c.m.(a, b) es el menor miultiplo de “a” y “b”.
Ademas, si a|b <— m.c.m.(a, b)=10b

> Definicién: dados a, b € Z decimos que son primos entre si cunando m.c.m.(a, b)=a - b

> Algoritmo de Euclides: este algoritmo nos permite hallar el m.c.d. de dos ntumeros a partir
de divisiones sucesivas. El teorema nos dice que si al considerar la divisién entera de dos ntmeros
enteros a > b nos da resto “r”, entonces: m.c.d.(a, b)=m.c.d.(b, ).

Proof. a=b-q+r —r=a—>b-q— sidla — dlr — m.c.d.(a, b)=m.c.d.(b, r)

> Al proceso de divisiones sucesivas lo llamamos Algoritmo de Euclides.
m.c.d.(a, b)=m.c.d.(b, r)=m.c.d.(ry, )= ... =m.c.d.(r,, 0)=r,

>> Teorema: sean a, b € Z. Entonces a - b =m.c.d.(a, b) - m.c.m.(a, b)=d-m

>> Corolario: m.c.m.(a, b)=m — m.c.d.(m/a, m/b)=1.
Ademas, m.c.d.(a, b)=1 +— m.c.m.(a, b)=a - b.
Lo anterior nos prueba que las dos definiciones de primos entre si son equivalentes.



5) Primos:

> Definicién: sin considerar los nimeros 0, 1 y —1, decimos que p € Z es primo si es divisible sélo
por las unidades, él y su opuesto. Es decir, Div(p) = {1, —1, p, —p}.

> Definicién: un nimero z € Z es compuesto cuando, siendo distinto de 0, 1 y —1, no es primo.
> Definicién: un ideal I € I(Z) es maximal cuando AJ € I(Z) con [ C J C Z

> Teorema: en Z* un ideal I es primo <— es maximal.

Proof. =>: sea I € I(Z). Si I no es maximal — 3J tal que I C J C Z.
Como [ =<p >y J =< a> entonces < p >C< a >+—> a|p => p no es primo.
<=: Si <p>=1noesprimo, Ib € Ztqblp —<p>C<b>=.J € I(Z) = I no es maximal.

]

> Nota: si no consideramos el ideal < 0 >, tenemos una biyeccion entre (P) ideal primo y (M)
ideal maximal.

> Propiedades:

oo ({3

1) Sip es primo y pla — m.c.d.(p, a)=1 +— “a” y “p” son primos entre si.

)
2) Si p, qZ son primos y p|¢ — p y ¢ son asociados.
3) Sipla-b— plaoplb

)

4) El conjunto de los primos es infinito.

Proof. p1,..,pn<— A=p1-...0n+1— pj\A, Vj — A es primo y no estaba en la lista.
O

>> Criba de Eratostenes: sea n € N, escribimos {2,3,..., n — 1}. Tachamos los multiplos de 2,
después los de 3,... y asi hasta obtener todos los primos menores que ese niimero.

> Definicién: sea p € Z. Llamaremos niimeros primarios a las potencias de p, p™ (con n € N*).
Estos nimeros seran la base de los ideales primarios de Z.

> Se trata de ver que todo nimero compuesto admite una descomposiciéon en factores primos
tnicos salvo el signo. En ideales significard que todo ideal propio de Z admite una descomposicion
primaria como interseccion finita de ideales primarios. Por ejemplo:
Si24=2%.3 —<24>=<22>N<3>



>> Teorema: el menor divisor (salvo unidades) de un nimero compuesto es un nimero primo.

Proof. Sea a € Z y p su menor divisor. Si p no es primo, 3¢ < p tq ¢|p — ¢qla — contradiccion.

]

> Teorema Fundamental de la Aritmética:

a) Todo niimero compuesto se puede descomponer como producto de niimeros primos.
b) La descomposicion es tnica salvo el signo de los factores (inica si consideramos asociados).

Proof. Existencia:

Sea a € Z compuesto — su menor divisor es un nimero primo — a = p; - .

Si x1 es primo ya hemos terminado. Si no, Ips|x; primo — a = p; - pa - X2

Repetimos el proceso y como a < 0o terminamos en algtin momento: a = p; - p2 - - - p, con p; primo.
Unicidad:

Sean a =p1---pp ¥ @ = q - ¢y dos descomposiciones distintas.

Tenemos que py|a y p1/g; para cierto indice j. Reordenamos para obtener que g; = ¢; y tenemos que:
p1(p2- - Pn) = (g2 - - gm). Entonces se ha de tener que py = uy-qp conuy € {1, =1} — po---p, =
UL G2 Gm

Repetimos el proceso hasta obtener (supongamos n < m): 1 = 1wy Uy, ¢ui1* G — i1 Gm
es una unidad — n = m y, ademas, p; = u; - g;

[]

> Nota: si consideramos asociados, el teorema nos muestra la unicidad de la descomposiciéon pues
pj = u; - q;. Es por ello que se habla de primos y factores en N.

- 3 : . — X1 (07
1) Pueden aparecer primos repetidos: a = pi* ---pi», a; > 1
2) Todo nimero compuesto tiene descomposicién unica como producto de nimeros primarios.

3) Todo ideal propio de Z se puede expresar como interseccion finita de ideales primarios:
<a>=<p>N...N<phn >

4) alb <— “b” tiene todos los factores primos de “a” con exponentes iguales o mayores.

5) Seaa €N, a=p - p. Entonces, cualquier divisor de “a” es de la forma d = pi* - - - pf» con
0 S kfj S %

Ykt U et

b1 — 1 Pn — 1

6) Sea a = pJ*---pi", entonces la suma de sus divisores es:

7) El ntimero de divisores es: |Div(a)| = (aq +1) -+ (v, + 1)

8) El producto de sus divisores, {dy, ..., di}, es: P = Vak



6) Congruencias:

>> Definicién: dados a, b € Z, diremos que son congruentes modulo “m” si m € Z—{0} y m|(a—0).
Lo notaremos por z =, y o x =y mod m o z =y (m).

« 77 (1P

> Definicién: dados x, y € Z diremos que x =, y si m € Z — {0} y al dividir y” entre m
nos da el mismo resto.

> Proposicién: ambas definiciones son equivalentes.

Proof. 1) = 2): Sim|(x —y) — Jg€ Ztalquem-q=x—y. Seay=m-a+rcon 0 <r <m,
entonces:
r=m-q+y=m-q+m-a+r=m(q+a)+r — Ambos tienen el mismo resto «— = =, y
2) = 1):z=m-q+ry=m-p+r—zc—y=m(g—p) — m|(z—y) «— =,y

> Proposiciéon: la relacion de congruencia médulo “m” es una relacion de equivalencia.

> Dos enteros perteneceran a la misma clase si al dividirlas por “m” nos da igual resto. Las
llamaremos “clases congruentes modulo “m”™” y las notaremos por T = x + (m) y el conjunto cociente
sera Z/(m) = {0, 1, ..., m — 1}. Es decir, tendremos tantas clases como restos distintos se pueden
obtener al dividir entre “m”. Por ello también se llaman “conjunto de las clases de resto médulo “m””.

> Propiedades:

1) Siz=,yyi=n9—2c+2=,y+7Y

> Teorema: Sean 2 < m € N. Entonces equivalen:
a) Z/(m) es un Dominio de Integridad
b) Z/(m) es un cuerpo

¢) m es primo.

> Propiedades:
1) Sia+b=,a+b—a=,a

2) Sia-b=,,a-b# a=, a Solo si m.c.d.(m,b)=1

w

)
Jex=,cy+— =y (m/m.cd.(mc))
)

4) Siz=y (my, ..., my) — =y (m.cm.(mq, ..., mg))



> Definicién: dados aq, ..., a,, € Z, decimos que forman un sistema completo de niimeros congruentes
modulo “m” si los restos al dividirlos por “m” son todos distintos.

> Definicion: dados ay, ..., ax € Zy k < m € Z, decimos que forman un sistema de niimeros
incongruentes modulo “m” si los restos al dividirlos entre “m” son todos distintos.

> Teorema (congruencia de Fermat): sea p € Z primo y sea n € Z con m.c.d.(n,p)=1.
Entonces, se verifica:

nP~' =1 mod p

> Definicién: sea a € N—{0}. Llamamos restos potenciales de “a” modulo “m” a los diferentes

restos que obtenemos al dividir sucesivas potencias de “a” por “m”.

> Propiedades:

1) 7‘0:1

2) Sea 1y, el resto potencial de a* entre “m”, a* = r, — a**! =,, a -y, con lo que tenemos la

regla: multiplicamos el resto anterior a uno dado por “a” y dividimos por “m” para obtener el
siguiente resto potencial.

w

El niimero de restos potenciales es finito (< m).

(G2 ENENTEN
D . T

Si algiin resto potencial es cero, lo son todos los siguientes.

A partir del primer resto que se repita, los siguientes se reproducen en el mismo orden.

(=)

Sia=m+bcon b < a, los restos potenciales de a(m) son los mismos que los de b(m)

> Criterios de divisibilidad: sean “b” una base numeérica A=« =+ oy - bl + ...+ oy b". Sean
y 0 n
ai, ..., Qp los restos potenciales de “b” modulo “m’:

A=oag+ay-a1+ ...+, a, mod m

De donde obtenemos que la condicion necesaria y suficiente para que un nimero A sea divisible por
“m” es que lo sea el namero: ag+ oy -a; + ...+ oy, - a,



> Sea b = 10, entonces:

1) A es divisible por 2 <— ag lo es.

2) A es divisible por 3 +— ag + ..., lo es.

3) A es divisible por 4 +— ag + 24 lo es.

4) A es divisible por 5 +— ag lo es.

5) A es divisible por 9 +— ap + ...+ «, lo es.

6) Etcétera

)
)
)
)
)
)




