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1) Introduccion:

> Antigiiedad (Mesopotamia y Egipto): ya hacia el ano 2.000 a.C. tenemos tablillas de resolucion
de ecuaciones cuadraticas de manera equivalente al método actual general. El algebra egipcia se
centro casi exclusivamente en la resolucion de ecuaciones lineales pero en Mesopotamia fueron mas
alla y resolvieron “satisfactoriamente” la ecuacioén de segundo grado normalizada: 2% +p -2+ ¢ = 0.
Por “satisfactoriamente” queremos decir que aunque su nivel de abstraccion y flexibilidad de los
conceptos a los problemas era muy alto, ellos no tenian alfabeto (con lo que “a-x = b” no significaba
nada), tampoco tenian reparo en sumar un area y un volumen, necesitaban distinguir casos como
22 +p-x=qy x> +q=p-x pues la formula general requiere del alfabeto y también resulta claro que
todos los problemas eran situaciones reales que requerfan una solucion real (asi pues “z%+1 = 0" no
les valia como ecuacion).

Aparte de las ecuaciones de segundo grado resolvieron algunas ecuaciones ctibicas y del estilo “z* +
b- 2%+ c = 0" pues era de segundo grado “camufladas”. Obsérvese que estamos hablando de personas
que no tenian nuestro sistema de notacion (aunque si el principio posicional) y que vivieron hace
més de 3.000 anos.

>> Antigiiedad (China): la base practica del tltimo libro de la “La Matemética en Nueve Libros”
(hacia el s.IT a.C., es una recopilacién de los logros de la matematica china hasta comienzos de
nuestra era) la constituyen los problemas de determinacion de distancias y alturas no accesibles con
ayuda del Teorema de Pitagoras y las propiedades de los tridngulos semejantes. Algunos problemas
conducen a una ecuaciéon cuadratica completa y su regla de resoluciéon es equivalente a la actual.
Para ecuaciones mas complejas utilizaban un sistema llamado “método del elemento celeste” que es
equivalente al método de Ruffini-Horner (s.XIX).

D> Arabes: los mateméticos arabes acumularon muchos procedimientos de calculo y algoritmos
especiales. Por ejemplo:

a) Obtencion de 17 cifras decimales exactas del nimero 7 mediante poligonos inscritos.

b) Calculo del raices por el método de Ruffini-Horner (técnica que aprendieron de los chinos) y
calculo de distintas raices del tipo {/q.

¢) Se dieron cuenta de que: (a +0)" = a" + CPa" 0+ ... + C"_jab™ ' + C"b" y la relacion
C=Cy + Oy

> En Europa la tabla de coeficientes binomiales (n < 17) fue publicada en el siglo XVI (por Stiefel)
y el método para calcular raices seria superado en el s.XIX.

> ss.XVIII - XIX: durante estos siglos el problema fundamental del Algebra lo constituia la
resolucion de ecuaciones algebraicas. Se descubrieron multitud de métodos y, a finales del s. XVIII,
se vieron obligados a la introduccién de nuevos conceptos como el de grupo o el de campo que
terminarfan revolucionando el Algebra.
Los resultados correspondientes a polinomios son la Teorema de Abel-Galois que viene a decir que
“dado un polinomio no tiene por qué ser resoluble (= férmula explicita o algoritmo usando raices
y operaciones racionales) si su grado es mayor de 4”7 y el Teorema Fundamental del Algebra: “todo
polinomio con coeficientes complejos y de grado n tiene exactamente n raices complejas (contando
sus multiplicidades)”.




> Gauss (1.777 - 1.855): hizo innumerables aportaciones a la Mateméticas pero relacionadas con

el Algebra podemos destacar:

a) Advirtio la relacion entre la resolucion de 2™ — 1 = 0y la division de la circunferencia en partes
iguales con regla y compas. El resultado dice que la ecuacién es resoluble para p primo si, y
solo si, p = 22" 4 1. Es decir, para p = 3,5,17,257, ... pero no para p = 7,11,13, .. ..

b) Considerando la ecuacion X = % =" 2" 2+ .. +x+1, establecio que sim =n — 1
con n primo, X = 0 es irreducible en el campo de los racionales y sus raices tienen la forma
a,a?, (aP)? ... (es decir, un grupo ciclico).

¢) Demostracion del Teorema Fundamental del Algebra: para ello parte de antemano que existe
C y que toda ecuaciéon con coeficientes reales tiene raices en C.

> Posteriormente: como la premisa sobre C no estaba muy clara (més el uso de herramientas del
Analisis), no se admitié la prueba mundialmente hasta que el desarrollo de la teoria de campos fue
lo suficiente como para dar validez a las suposiciones. Este hecho fue demostrado por Kronecker y
el teorema dice: “el campo de cualquier polinomio es un subcampo de los niimeros complejos o es
isomorfo a este campo”.
Galois, usando los resultados de Gauss y Lagrange, formul6 su teoria sobre grupos, teoria que seria
terminada por Abel en basandose en los trabajos de Galois. Como consecuencia de ellos se demuestra
la imposibilidad de resoluciéon algebraica de las ecuaciones de grado mayor de cuatro.




2) Polinomios:

> Empezaremos definiendo los polinomios para un anillo y después los extenderemos a un cuerpo.

> Sea (A, +,-) un anillo y consideremos AN = {(ag, ay,...)} el conjunto de todas las sucesiones de
elementos de A. Se comprueba facilmente que tiene estructura de A-médulo. Quedémonos con AN,
el conjunto de sucesiones que son nulas salvo un nimero finito de términos (a veces este espacio
es denotado por Cpy). Con la restriccion de las operaciones de AN se comprueba facilmente que

(AN 4 operaciéon externa) es un submodulo. Ademas tenemos una base formada por los vectores
J

~ =~
{e;=(0,...,7 1 ,0...)} de AW,
En A™) podemos definir un producto interior, a-b = ¢ <> ¢; = Z a; - b; que le otorga a (A(N), +,°)
it+j=k
estructura de anillo conmutativo y unitario.
Como la operacion externa es o X a = (a - ag, - ay,...), « € A, a € AN y es compatible con el
producto, tenemos que (AN) 4 . operacion externa) es una A-algebra unitaria y conmutativa.

>> Definicién: al conjunto A®Y) se le conoce con el nombre de A-algebra de los polinomios
con una indeterminada con coeficientes en el anillo A. Lo notaremos por A(x).

> f: A Alx), a = f(a) = X ey = (,...) es un homomorfismo de A-algebras. Entonces, a
los elementos o € A los vemos como polinomios constantes en A(x).

> Llamando ey = 1, e; = 2,...,e, = 2" podemos identificar AN) = A(x) y los elementos de
AW los escribiremos de forma tinica como combinaciones lineales finitas de potencias de “a”.

Va € A(x),a=ag+a;-x+ ...+ a, "

> Definicién: a los elementos a; € A los llamamos coeficientes del polinomio.

> Definicién: a la letra “2” la llamamos indeterminada o variable.

> Definicién: llamamos monomio a los elementos de A(x) donde a; = 0, Vj menos para uno.

> Definicion: llamaremos grado de un polinomio a € A(x) a la mayor potencia de la variable
con coeficiente distinto de cero. Lo notaremos por “deg”. En el caso de elemento neutro “0”, por
convenio tiene grado “—o0” 0 no tiene (depende del texto).

> En nuestro caso, deg : A(z) — {0} — N es un homomorfismo de semigrupos donde se verifica
que deg(a-b) = deg(a) + deg(b) (lo que nos demuestra que A(z) no tiene divisores de cero. Ademaés,
siempre se cumple que deg(a + b) < max{deg(a), deg(b)}.



> Proposicién: A(x) es un Dominio de Integridad.

>> Vamos a pasar a tener (K, +, -) un cuerpo conmutativo. Construyamos K(z) de la misma forma
que se ha hecho con A(z).

> Teorema: VP(x),Q(z) € K(x) tal que Q(z) # 0, 3C(x), R(z) polinomios tnicos en K(z) tales
que P(z) = Q(z) - C(x) + R(x) con deg(R(x)) < deg(Q(z)) o R(xz) = 0.

Proof. El algoritmo es el mismo que la para division de enteros y no ganamos nada demostrandolo.
Nos detendremos en la unicidad: R R R )
Supongamos P(z) = Q(z)-C(z)+ R(z) = Q(z)-C(z) + R(x) — Q(z)(C(z) —C(z)) = R(z) — R(z).
Si C(x) # C(z) — ® = deg(Q() - (C(x) — C(x))) > ;

es un contradiccion pues ® = ® — C(z) = C(z) — R(x)

> Definicién: decimos que un anillo unitario es euclideo si existe una aplicacion g : A—{0} — N
cumpliendo:

a) Siplg — g(p) < 9(p), Vp,q € A—{0}.

b) Vp,q € A—{0}, Je,r € A tales que p=¢q-c+r con g(r) < g(q).

>> Corolario: K(x) con la aplicacion grado es un anillo euclideo.

> Formula de Newton: dados a,b € K (cuerpo), 1 <n € N, entonces:

n

(a+b) =3 (j) "=, donde (:1) = m,(+im),

J=0

> Para polinomios no es més que cambiar una de las letras por la variable.



3) Divisibilidad:

>> Definicién: decimos que P(x) divide a Q(z) y lo notaremos por P(z)|Q(x) cuando exista un
polinomio C(z) tal que P(z) - C(z) = Q(x).

> Esta es una relacion de preorden (z? y 222 se dividen y son distintos), asi que para hacerla de
orden vamos a definir una relacion de equivalencia.

> Definicion: llamamos unidades de (K, +,-) a todo elemento a € K — {0}.

> Definicién: diremos que P(z) y Q(x) estan asociados si da € K—{0} tal que a- P(z) = Q(z).

> Definicién: tomando clases en los polinomios, diremos que P(z) divide a Q(z) y lo notaremos
por P(z)|Q(x) cuando existe un polinomio C(z) tal que P(x) - C(X) = Q(z). Para no abusar de
notacion, no emplearemos las barras aunque se sobreentenderan.

>> Proposicion: la relacion “|” ahora es una relacion de orden.

> Propiedades:

>> Teorema: todo ideal del anillo K(z) es un ideal principal. Esto es: [ =< P(x) >=< P >=
(P).

Proof. Sea I # 0 un ideal de K(z). Veamos que esta engendrado por un solo elemento. Sea P(x) € I
con el menor grado posible. Sea P(z) € I otro polinomio.

Entonces Q(z) = C(x) - P(x) + R(z) con deg(R(x)) < deg(P(z)) o bien R(z) = 0. Como I es
ideal, R(x) € I — R(x) = 0 (si no, contradeciria que P(z) tiene grado minimo) — VQ(z) € I,
Qz) =C(z) - P(zr) — [ =< P(x) >=< P >= (P). O



> Proposicién: P(z), Q(x) € K(z) son asociados «— (P) = (Q).

Proof. =>: si Py @ son asociados — Ja € K tq P(z) = a-Q(x) — (P) = (a- Q) — (P) = (Q).
= si tenemos que (P) = (Q) — P € (Q), Q € (P) — P(z) = C(2)Q(x), Q) = C(x) P(z) —>
P(z) = P(z)C(x)C(z) — C(z)C(x) = 1 — son unidades de K — P y @ son asociados.

[l

> Definicion: dados P(z), Q(z) € K(x) no nulos, decimos que P(z) divide a Q(x) cuando
tenemos que (Q) C (P).

> Proposicién: ambas definiciones son equivalentes.

Proof. Si P(z)|Q(x) — 3C(z) € K(x) tq Q(z) = C(z) - P(z) — Q(z) € (P) — (Q) C (P).
Si(Q) € (P) — Qz) € (P) — Q(z) = P(x) - C(x) — P(2)|Q(x).

]

> Definicién: dados A(x), B(z) € K(x) llamamos ideal maximo comin divisor de A(z) y B(x)
al ideal (D) = (A) + (B).

> Definicion: llamamos maximo comin divisor de los polinomios A(x) y B(x) a la base del
ideal (A) + (B). Lo notaremos por m.c.d(A(x), B(z)) = D(x).

> Proposicion: el m.c.d. de A(z) y B(z) cumple que es divisor de A(z) y B(z).
Proof. Como (D) = (A) 4+ (B) — (A) C (D), (B) C (D) — D(z)|A(z) y D(x)|B(x)

> Proposicion: cualquier divisor de A(z) y B(x) es divisor del m.c.d. de ambos.

Proof. Sea D(z) tq D(x)|A(z), B(z) — (A) C (D), (B) c (D) — (D) = (A) + (B) c (D) —
D(z)|D(x)

]

>> Definicién: de la relacion (D) = (A) + (B) se sigue que IA(z), u(z) € K(z) tales que se
cumple:
D(z) = AMx) - A(z) + p(x) - B(x). Es es la llamada relacién de Bezout.

> Propiedades:

Si A(z), B(z) # 0y D(z) los divide — deg(D(x)) < deg(D(z)).

z) = m.c.d.(A(z), B(z)) — D(z) - C(z) = m.c.d.(A(z) - C(x), B(x) - C(z))
x) = m.c.d.(A(x), B(x)) — 1 = m.c.d.(A(z)/D(x), B(x)/D(x))



>> Definicién: diremos que dos polinomios son primos entre si si m.c.d.(A(z), B(z)) = a € K.
En este caso, (D) = (1) y tenemos que 1 = A\(z) - A(z) + p(x) - B(x)

> Proposicion: A(x), B(x) primos entre si «— IA\(z), u(x) tq 1 = A(z) - A(z) + p(z) - B(x).

>> Teorema de Euclides: si A(x)|B(z) - C(z) y m.c.d.(A(z), B(z)) = 1 — A(z)|C(z)

Proof. Por laidentidad de Bezout: 1 = A(z)A(z)+u(z)B(x) — C(x) = M) A(x)C(z)+u(x) B(x)C(z)
y A(x) divide a cada sumando — A(z)|C(x).

]

> Definicién: dados A(z), B(z) € K(x) llamamos ideal minimo comin multiplo de A(z) y B(x)
al ideal (M) = (A) N (B)

> Definicién: llamamos minimo comin miultiplo de los polinomios A(z) y B(z) a la base del
ideal (A) N (B). Lo notaremos por m.c.m(A(x), B(z)) = M(x)

> Proposicion: m.c.m.(A(z), B(z)) = M(z) es multiplo de A(x) y B(x).
Proof. (M) = (A)N(B) — (M) C (A), (M) C (B) — A(z)|M(z) y B(x)|M(x)

>> Proposicién: cualquier maltiplo de A(x) y B(x) es multiplo de M(x).

Proof. Sea M (z) tq A(x)|M(z) y B(z)|M(z) — (M) C (A), (B) — (M) c (A)N(B) = (M) —
M (z)|M ()

> Propiedades:

1) Si A(x), B(z) # 0y M(x) es maltiplo comin —s deg(M (z)) < deg(M(z)).

2) Sim.c.m.(A(z), B(z)) = M(z) — m.c.m.(A(z)C(x), B(x)C(z)) = M(z)C(x).

4) Si A(z)|B(z) ¢— m.c.m.(A(x), B(x)) = B(z).

)

) (

3) Si mem.(A(z), B(z)) = M(z) — m.c.d.(M(z)/A(z), M(z)/B(x)) = 1.
) )

5)

Sim.c.m.(A(z), B(x)) = M(x)y C(z)|A(x), B(x) — m.c.m.(A(z)/C(x), B(z)/C(z)) = M(z)/C(x)

> Como (K(z),U,N) es un reticulo distribuido — (K(z), n.c.d., m.c.m.) también lo es.

> Como hallar el m.c.d. de dos polinomios y, a partir de él, su m.c.m. Empecemos con el méximo
comin divisor:
m.c.d.(A(x), B(z)) = m.c.d.(B(x), Ri(x)) = m.c.d.(Ry(z), Ra(x)) = ... = m.c.d.(R,(x),0) = R,(x),
que es el algoritmo de Euclides para polinomios.



Proof. A(x) = B(xz)Ci(x) + Ri(x) con deg(Ri(z)) < deg(B(x)) — B(z) = Ri(z)Ca(x) + Ro(x)
con deg(Rq(z)) < deg(Ry(z)) — ...y como tenemos grado finito — lo podemos realizar en un
ntmero finito de pasos. La igualdad final viene de que R(z) = A(z) — B(z)C(z), con lo que el m.c.d.
dividira también a R(z) y, por lo tanto, m.c.d.(A(z), B(x)) = m.c.d.(B(z), R(x)).

> Teorema: A(z)- B(z) = m.c.d.(A(z), B(z)) m.c.m.(A(x), B(x)).

> Corolario: dos polinomios seran primos entre si «— su m.c.m. vale el producto de ambos.

> Definicién: sea A(z) € K(z) con deg(A(z)) > 0. Decimos que es primo o irreducible si no es
divisible por otro B(x) € K(x) tal que 0 < deg(B(z)) < deg(A(z)).

> Nota: la coincidencia entre primo e irreducible no es cierta siempre.

>> Proposicién: en un anillo principal (como Z o el anillo de los polinomios) se cumple que P
es primo e irreducible «— (P) es un ideal maximal. En nuestro caso: A(z) es primo «— (A) es
maximal.



4) Mas propiedades:

> Sea un polinomio P(z) = ag + a1x + apx® + ... + a,x"™ construido sobre un anillo A o un cuerpo
K. Entonces:

> Definicién: llamamos valor numérico de P(z) para X = o (a € A, a € K) al valor:

Pla) =ay+ aa+...a,a"

> Definicién: decimos que “o’” es una raiz del polinomio si P(«) = 0.

>> Teorema: sea (K, +,-) un cuerpo conmutativo y P(x) = ag + ...a,z" un elemento de K(z).
Si P(z) se anula para mas de “n” valores — P(x) es el polinomio nulo.

Proof. Sean aj.j = 1,...,n+ 1 tales que ag + ...+ aJa,, Vj = 1,...,n + 1. Supongamos que no
todos los a; son nulos.

1 ... 1

a1 ... Qg
Llamemos H = | o ... ahy que es una matriz cuadrada de orden (n + 1).

o O T

Podemos escribir (ag,...,a,)H = (0,...,0) (por definiciéon de a;)— det(H) = 0, pero es sabido
que det(H) = H(aj —j) #0— j <n+1— sideg(P(x)) =n hay, a lo sumo, “n” raices.
i<j

]

>> Corolario (principio de identidad para polinomios): sean P(z),Q(z) € K(z) no nulos y con
grados “p” y “¢” respectivamente. Si P(x) = Q(x) en max{p, ¢} +1 puntos distintos — P(x) = Q(x).

Proof. Consideramos R(z) = P(z) — Q(z) y aplicamos el teorema anterior.

]

> Dado P(z) € K(x), el resto de la division de P(x) entre (x — «) es el valor numérico de dicho
polinomio en x = . Se demuestra mediante la division euclidea que:

P(z) = (z — a)C(x) + R(x) con deg(R(x))) = 0 o bien con R(x) = 0.

>> Teorema: dado P(z) € K(z) con una raiz o € K. Eso es equivalente a que (z — a)|P(x).

Proof. =>: si “a” es raiz — P(a) = 0 — {Teorema del Resto} — P(z) = (z — a)C(z) —
(z —a)|P(x)
<—:si (z — a)|P(z) — P(z) = (x — a)C(x) con C(z) € K(z); P(a) =0-C(x) — a esraiz. [



>> Teorema (de descomposicion factorial): sea P(x) € K(x), P(x) = ap+. ..+ a,2" teniendo
aig, ..., ap(m < n) raices. Entonces P(x) = (x — aq) -+ (x — ay) - Q(x) con deg(Q(z)) =n — m.

Proof. Aplicar “m” veces el teorema anterior.

]

> Lo anterior nos dice que podemos descomponer cualquier polinomio en producto de polinomios
irreducibles o primos de manera tunica. Es decir, K(x) es un anillo factorial.

>> Podemos construir el cuerpo de fracciones de K(z), [K(z)] como hacemos con los nimeros.
Usando que K(x) es un anillo factorial y, ademaés, euclideo, obtenemos que:

> Teorema: sean P(z),Q(z) € K(z) no nulos y primos entre si. Entonces podemos escribir
No) | pla)
Q)  Plx)  Pr)Q(x)

Proof. Como es un anillo euclideo y m.c.d.(P(z),Q(z)) = 1, aplicamos la relacion de Bezout para

obtener \(x), u(x) / Mz)P(x) + u(x)Q(x) = 1. De ahi obtenemos que 2\2((?) + g((z)) = P(a:')lQ(x)
[
>> Teorema: dado P(z) € [K(z)], e puede descomponer de forma tnica como C(z) + B(z) con

Q(z) Q(x)

deg(R(x)) < deg(Q(x)) o R(z) =0

P
Proof. Existencia: por el algoritmo de Euclides: () =C(z) + (x) con deg(R(x)) < deg(Q(x)).
x

R(z) - . R(z)
o~ ‘o

A @ :
deg(R(z) — R(x)) < deg(Q(x)) — C(x) = C(x) y R(z) = R(x). U

Unicidad: C(z) + s (C(z) — C(2))Q(x) = R(z) — R(z), pero tenemos que



