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1) Introduccion:

> Klein y su programa: el matematico aleman Felix Klein (ss.XIX-XX) ejercié una decisiva influencia
en el posterior desarrollo de la Geometria mediante el conocido “programa de Erlangen”, ciudad donde
era profesor de Matemaéticas.

En dicho programa se describia un proyecto de unificacion de las Matematicas en términos de la Teoria
de Grupos, proponiéndose la concepcion de cada una de las distintas geometrias como esencialmente
constituidas por la teoria de los invariantes seglin un grupo particular de transformaciones. Fue el
primer matemaético en poner de manifiesto las ventajas de un estudio secuencial de la Geometria, de
forma que se partiese de las propiedades proyectivas! para seguir con las afines y, por tltimo, con las
métricas siendo la base comun el espacio vectorial.

> En este tema daremos las herramientas adecuadas para estudiar las propiedades métricas del
plano y del espacio. Se trabajaran por tanto con el producto escalar, el producto vectorial y el
producto mixto que, como consecuencia, nos determinaran la norma, perpendicularidad, angulos,
areas, volimenes y distancias.

'El plano o espacio proyectivo pueden considerarse como una generalizaciéon del plano o del espacio intuitivos
mediante la inclusion de los llamados puntos impropios o del infinito



2) Producto escalar:

> Sea V' un espacio vectorial bidimensional sobre R.

> Definicién: dados a,b € V llamamos producto escalar de “a” y “b” y lo notaremos por “a - b’
a cualquier aplicacion f : v X V —— R cumpliendo las siguientes propiedades:

1) VaEVcona#ﬁ,a‘a>0

2) Va,beV,a-b=b-a

3) Ya,b,ceV,a-(b+c¢)=a-b+a-b

) VAeR, Va,beV, Aa-b) = (Xa)-b=a- (\D)

Es decir, el producto escalar es una forma bilineal simétrica, no degenerada y positiva.

> Propiedades:
1) ara=0+—a= K

Proof. = primera pr_(>)p1edad

caa=0-0=0-(0+0)=0-0+0-0=20-0-—0-0=a-a=0 O
2) a-ﬁ:O,VaEV

Proof. a-ﬁza-(ﬁ—l—ﬁ):Qa-ﬁ)—)mﬁ:O O
3) Va,b,ceV,(b+c)-a=b-a+c-a

Proof. a-(b+c¢)=a-b+a-b=b-a+c-a=(b+c)-a O

4) (a-D)A=Ab-a),Va,be V, VAR
Proof. Por ser conmutativo el producto el producto de nimeros y que a-b=1>0-a
m

> Sea B = {v|,v2} base de V. Entonces: a = ayv; + apv2; b = B1v1 + Bov2 y por la definicion de
producto escalar:

a-b=(a1,qs) uen vz (5 constituye la expresion analitica del producto escalar.
U2U1 V22 o

> Definicién: a la matriz simétrica definida arriba se la conoce como la matriz del producto escalar.

> Definicién: decimos que una base es ortonormal /métrica cuando la matriz del producto escalar

es la matriz identidad: Id = <é (D



> Definicion: al par (V(R?),-) lo llamaremos plano vectorial euclideo y lo notaremos por EZ.

> Definicién: llamamos norma del vector a € E? al nimero real ||a|| = ++/a - a. Al par (V,]]-||)
lo llamamos plano normado.

> Propiedades:
1) |la|]| =0+—a= T. Lo que implica que ||a|| > 0, Va € E?, a # I

9 [|Aal| = Al - ||all, Va € E?, VA € R

e

)
)
3) la-b| <|lal|-||b]], Va,b € E? (Desigualdad de Schwartz).
) (a-0)* < (a-a)(b-b)=llall-||b]|

)

5) Desigualdad triangular o de Minkowski: ||a + b|| < [|a|| + ||, Va,b € E?

%
> Sia,b# 0, la desigualdad de Schwartz nos dice que — < 41 y esto motiva la

= Tlall- ol H HbH N

siguiente definicion:

3 . . . ’ % d
> Definicién: definimos el coseno del dngulo formado por los vectores a y b como el nimero
a-b

[fall - 116l]

real: cos(a,b) =

> Proposicion: si definimos a - b = ||al| - ||b]| - cos(a, b) obtenemos el mismo producto escalar
que definimos anteriormente.

Proof. Propiedad 1: Ya € V, a # ﬁ, a-a=|lal]|-||al|| - cos(a,a) = ||a]]* > 0
Propiedad 2: Ya,b €V, a-b=||al|-||b]| - cos(a,b) = ||b]| - ||a|| - cos(b,a) =b-a
Propiedad 3: Va,b,c € V, veamos que a- (b+c¢)=a-b+a-c

/ // / \/ / / / / / /
AC' = AP + P C luego ||AP + PC||=||AP ||+ ||P' C||
!
Por otro lado, ||AC"|| = Hz@H -cos(), entonces: HEH : HﬁH -cos(f) y esto nos dice que podemos
expresar el producto escalar como: AB-AC = ||AB|| - ||AC"|| resultado que nos da la interpretacion

geométrica del producto escalar: “el producto escalar de dos vectores es igual al producto del médulo
de ellos por el médulo de la proyeccion del otro sobre él”. Aphcando esto tenemos que:

AB - AC = AB - (AP + PC) = ||AB||-|[AC || = |[ABI| - | AP + P'C’|| = AB - AP + AL - PC

Entonces, tenemos que:

@@—ﬁ ﬁ—i—ﬁ @-ﬁ+ﬁ-ﬁ—>a-(b+c):a-b+a-c



Propiedad 4: YA € R, Va,b € V veamos que A(a-b) = (Aa) -b=a- ()
Sea A > 0: (Aa) - b= ||Aa|| - ||b]| - cos(Aa, b) = |A| - ||al]| - ||b]| cos(a, b) = A(a - b).
Sea A < 0: (Aa)b = [A]-||al[-][b]| cos(Aa, b) = = A-|[al[-[[b]]-(= cos(a, b)) = A-||al[-[[b]|-cos(a, b) = A(a-b)

]

> Definicion: sea [ : E? — E? endomorfismo (i.e., f(a+b) = f(a)+ f(b); f(Ab) = Af(b)) que
ademas cumple que f(a)- f(b) = a-b. Diremos que se trata de una aplicacion ortogonal, es decir,
un endomorfismo que conserva el producto escalar. Al conjunto de aplicaciones ortogonales de E"
en E™ lo llamaremos A,(E™).

> Definiciéon: diremos que a,b € V son ortogonales/perpendiculares entre si cuando: a - b = 0.

%
Si ambos son # 0 quiere decir que el angulo(a,b) = g

> Proposiciéon: la condicion f(a) - f(b) = a - b equivale a que ||f(a)|| = ||al|
Proof. =: si a = b, f(a)- f(a) = a - a, pero como ||f(a) = v/f(a)- f(a) = Va-a = ||a|]| —
£ (@[> = llal[* <= [[f(a)]| = [[al|

< Vr,y € E?, se tiene que [z +y[|* = [[z[|* + [|y[|* + 22 - y. Entonces:

1
fla)-f(0) = 5 (H Fl@)+ O =IF @I~ f(b)H?) v al ser “ f” homomorfismo y conservar la norma
por hipotesis:

F(a)- 50) = 5 (lla+ 2~ llall2 — %) =a-b

O

> Por otro lado, estos _e)ndomorﬁsmos son biyectivos. So6lo hay que probar la inyectividad:

a € Ker(f) «— f(a) = 0 — ||f(a)|]| = ]|0|| = 0 +— como ||f(a)|| = ||a||, tenemos que
lla|| =0 — a = 0. Si anadimos a A,(E™) la composiciéon de funciones y teniendo en cuenta que

son automorfismos, obtenemos lo siguiente:

> Definicién: (A,(E"),0) es el llamado grupo ortogonal de E™.

> Proposicién: f: E" — E™ es ortogonal <— f({base ortonormal}) = {base ortonormal}.

> Proceso de ortogonalizacién de Gram-Schimdt: dado un conjunto de vectores linealmente
independientes {uy, us, ..., v,}, se puede a partir de ellos formar un conjunto de vectores {vy,...,v,}
ortonormales dos a dos que generen el mismo espacio que los primeros. Estudiamos el caso de E3
y fabricamos una base ortogonal a partir de otra dada y se generaliza sin problemas. Para que sea
ortonormal la base no hay mas que dividir cada vector por su norma (que sera # 0).

> Sea B = {uj,us,uz} y tomemos v; = uj. Buscamos vy linealmente dependiente de vy y ug y
que sea linealmente independiente de vy y ortogonal a éste:

Vg = U + Aoy - Ug - U
{2 2 2 ! H(UQ+)\21’01)'U1:OHUQ‘Ul—i—)\Ql’Ul'Ul:OH)\Ql:—2 !

U2'U1:0 V1 - U1



3) Producto vectorial:

> Vamos a estudiar ahora una operacién interna en el espacio vectorial V = V(R?) conocida como
producto vectorial y que es muy utilizada tanto en Matematicas como en Fisica.

> Definicién: llamaremos producto vectorial de a,b € V' y que notaremos por a Xx bo aAb a
una aplicacion f: V x V ——= V que cumple:

1) Tiene por modulo: ||a x b|| = ||a|| - ||b]| - sin(a, b)
2) La direccion es perpendicular a ambos, es decir, es perpendicular al plano II =< a,b >

3) El sentido es el del avance del sacacorchos que gira de “a” hacia “b” siguiendo el camino mas
corto. Condicion equivalente: el signo del det(a,b,) = signo del det(ey, e, e3) con {ey, ez, €3}
base de V.

> Propiedades:

1) Si a y b son linealmente dependientes — a x b = K
2) Va,beV,axb=—-bxa

3) Va,b e V, YA€ R, Ma x b) = (Aa) x b=a x (Ab)
4) VYa,b,ceV,ax (b+c)=axb+axc

> Dados dos vectores a,b € V referidos a la base ortonormal {e;, e, e3} los podemos expresar
como a = €1 + azez + azes y b= fier + Saea + Ses

> Definicién: llamamos producto vectorial de a,b € V' al siguiente vector:

€1 €2 €3
s« a; a; . . .
axb=1.2 3lei— |t Plea+ | Fles=|ar as asl, donde este altimo determinante tiene
62 /83 61 /83 61 /82 61 ﬂQ 63

sentido como notaciéon abreviada (pues los e; son vectores mientras que «; y ; son niimeros).

> Proposicién: ambas definiciones son equivalentes.

Proof. De la segunda definicion: ||a x b||*> = ||a||?-||b||* — (a - b)? se hacen las cuentas y se comprueba
que coinciden. Veamos las tres propiedades:
1) [la x bl* = lal[* - |[b][* = (a - )* = [|al|* - [[b][* — ||al[* - [|b]|* - cos*(a, b) = |al|* - ||b]|* - sin*(a, ) ¥
tomamos raices cuadradas.

Qp Q2 Qg

2) a-(a x b) = (161 + agey +C¥363)(61‘ . ‘ — 62‘ . ’ + 63‘ . D =|a; agp ag| =0. De forma analoga
B B2 Bs
se prueba que b- (a x b) = 0.
an
3) Si det(eq, eq,e3) =1 > 0, det(a,b,a x b) = N Bla ""|. Desarrollamos y nos sale que es igual
2 O3
B2 B3
g o 2 2
a: + ‘ + ‘ -1 >0 O]
Ba B3




4) Producto mixto:

> Definicién: dados tres vectores a,b,c € V = V(R?), llamamos producto mixto de dichos
vectores al producto escalar del primero por el producto vectorial de los otros dos. Lo notamos
por [a,b,c]=a-(bxc)y[,,]: VXV XxVi—R.

>> Sea la base ortonormal {ej, ez, e3} y los vectores a,b, ¢ referidos a dicha base: a = ) ajey,
b=>Bje;, c=> vje; con j =1,2,3. Entonces:

[a,b,c]:a-(bxc):(a161+a262+a363)< 52 5;’ e — gi gz es + gi 52 63>:
ap oz Qg

— || || +as|- [ = |8 B & =labd
T2 B

Esta expresion matricial nos va a permitir deducir las propiedades del producto mixto.

> Propiedades:

1) Si alguno de los vectores es cero, el producto mixto es cero.

2) Si el producto mixto es cero quiere decir que los vectores son linealmente dependientes.
3) la,b,c] = [c,a,b] = [b,c,a] = —[b,a,c] = —[a,c,b] = —c, b, d]
4) [Aa,b,c] = [a, \b,c] = [a,b, A\c] = Aa, b, (]
[Aa, Bb,yc] = ABv[a, b, ]

l[a+a,b,c] =[a,b,c] + [a,b,]

)
)
)
)
5)
6)
7) la,b+b,d = [a,b,c] + [a, b, (]
8)

la,b,c+¢] = [a,b,c] + [a,b,]



5) Aplicaciones:

> Sea V = V(RR3)

> Aplicaciones geométricas: ya vimos la interpretacion geométrica del producto escalar.
Veamos ahora las diferentes interpretaciones de los otros productos.

> Areas de poligonos: sean dos vectores libres a,b € V (si a,b € V(R?) afiadimos un cero
—

como tercera coordenada). Tomemos dos representantes de los mismos con origen en P: PA'y ﬁ

respectivamente. De esta forma, los vectores PA y PB determinan un paralelogramo donde PA y

BP' tienen la misma longitud, al igual que ﬁ y AP’
El 4rea de AP’ BP viene dada por ||ﬁ|\ : ||B®|| y HBﬁH = ||P?H -sin(a, b), luego:

S =||AP|| - || PB]| - sin(a,b) = |ja x |

Esto se resume en: “el modulo del producto vectorial de dos vectores es el drea del paralelogramo
determinado por ambos vectores”.

"
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> Voltiimenes de poliedros convexos: sean tres vectores libres a, b, ¢ € V' y tomemos representantes

—
PA, ﬁ, ]@ con origen en P. Los tres vectores forman un paralelepipedo.
El volumen del paralelepipedo es el drea de la base por la altura. La base es un paralelogramo de

area ||a x b|| y la altura es ||c|| cos(a), luego:

Vo= llax bl] - [[e][ cos(er) = [(a x b) - ¢] = |e- (a x )| = [[¢, a, b]| = [[a, b, ]|

q
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> Sea un tetraedro determinado por los vectores a, b, c. Al ser el volumen de un tetraedro un
tercio del area de su base por la altura y dado que el area de su base por la altura es la mitad del
volumen del paralelepipedo engendrado por esos tres vectores se tiene que:

1/1 1
Viesaearo = 5 (5116 0,8 ) = lla,bye]




> Aplicaciones a la Fisica: la Fisica es la ciencia que estudia las propiedades de la materia
y elabora leyes segiin las cuales se rigen los fenomenos de la misma y su evolucién en el tiempo.
La Mecanica es la rama de la Fisica que estudia el movimiento de los cuerpos, las fuerzas que
los condicionan y cémo actiian sobre los cuerpos en equilibrio. Cuando utilizamos conceptos tales
como trabajo, fuerza o velocidad necesitamos el producto escalar (por eso son llamadas “magnitudes
escalares”) y cuando tratamos con velocidad angular, momento angular, momento cinético o magnético,
necesitamos del producto vectorial (por eso son llamadas “magnitudes vectoriales”). Dada la importancia
de los momentos vamos a estudiar algunas propiedades y planteamientos.

> Definicion: sean {vy, vy, v3} base ortonormal de V| ? = (f1, fa, f3) un vector con origen en
P = (p1,p2,p3) y Q = (q1,q2,q3) otro punto. Llamamos momento central_giel vector ? respecto a
Q, al vector Q? x F' con origen en (). A dicho vector lo notaremos por M.

U1 Vo V3
—
MQ:pl—Q1 P2 —42 P3—(G3
fi fo f3

: WJ@(‘;‘;
> Definicién: llamamos brazo del vector ? respecto a () a la distancia de @ a la recta que

A
contiene al vector ? Como el brazo de ? es la altura del triAngulo PF'() cuya area es al mitad del

—
modulo de M. Resulta pues, entonces, que el médulo del vector momento, Mg es igual al modulo
de ? por su brazo respecto a Q).

> Propiedades:

1) El momento central del vector ? respecto a () es independiente del punto de aplicacion de ?

P_ro)of. Apliquémoslo en D, otro punto cualquiera de la recta de_tsrminada por Py ?:
MD:@X?:(Cﬁ’x?)—i—(ﬁx?):ﬁx?—kO:MQ O

2) El momento central del vector ? respecto a una punto E es igual a la suma del momento
central respecto a () mas el momento central del vector ? respecto a E aplicado en Q).

Proof. Sea?con origen enP—)]\T,;):(EﬁjLCﬁ))x?: (E@x?)+(@?x?) =
mx?+]\7@>

]

> Una de las condiciones de equilibrio de un cuerpo es que el momento resultante de todas las
fuerzas aplicadas sobre él sea nulo.



