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1) Introduccion:

> Antiguo Egipto: de esta época de la Historia conservamos fundamentalmente dos papiros matematicos:
el papiro Rhind y el papiro de Mosci.

> En el papiro Rhind (que se encuentra en Londres) tenemos 84 problemas de caracter apilado.
Se usan fracciones, se hallan las areas del triangulo, rectangulo y circulo (dando como valor de
™= 19—6 ~ 3,16), los volumenes del paralelepipedo o el cilindro,... También nos encontramos con
problemas de divisiones proporcionales.

> En el papiro moscovita se recogen 25 problemas, muchos parecido a los del papiro Rhind. Aqui
se calcula correctamente el volumen de un pirdmide truncada con base cuadrada y se halla el area
de un superficie curva (un cesto).

> Antigua Mesopotamia: tenemos una inmensa cantidad de tablillas de arcilla de esta época. Sin
embargo, de todas esas, apenas unas 300 son de contenido puramente matemaético. Cabe destacar que
existian reglas uniformes para las operaciones matematicas. Para facilitar las operaciones existian
tablas de multiplicar desde 1-1 = 1 hasta 60 - 60 = 3600 (recordemos que ellos usaban la base 60).
Para nimeros més grandes se hallaban los productos parciales y luego se sumaban. Para dividir
usaban las tablas de valores inversos. También hay tablas de los cuadrados de los naturales, calculos
de porcentajes, repartos proporcionales,... y de resoluciéon de ecuaciones. Bartel van der Waerden
clasifico todos estos métodos de solucion de estas tablillas. Su conclusion fue que eran equivalentes
a las siguientes ecuaciones:

a) Una incognita: a-x =0 // 2 =a // 2**a-2=b// 23 =a; 2*(x+ 1) =a
b) Dos incognitas: z +y=a //z-y=a // 2> +y*=a

Aunque aqui hemos usado notacion algebraica hemos de recordar que ellos no la tenfan o que en

ecuaciones como las de segundo grado s6lo contemplaron las que tenian soluciones reales pues no

conocian los complejos.

Conservamos incluso tablillas donde aparecen los tridngulos rectangulos con lados racionales, es decir,

las ternas pitagoricas z? + y? = 22. El método que seguian para resolverlas nos lleva a las formulas:
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>> Antigua China: en el 8° libro de la “Matemdtica en 9 libros” (que es un recopilatorio de los
logros de la Matematica china hasta comienzos de nuestra era) se recoge la regla de resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales y su generalizacion a sistemas con un mayor nimero de incognitas
(que ya se plantean en el 7* libro). Utilizaban un método muy parecido al de Gauss y para ello
introducen los nimeros negativos (notese que en Europa los nimeros negativos aparecen en el s. XV
y los determinantes en el s.XVII). También tenian reglas como el “método del elemento celeste” que
es equivalente al método de Ruffini-Horner (x.XIX).

> Antigua India: los documentos méas antiguos datan de los siglos VIII-VII a.C. y son libros
matematico-religiosos escritos en sanscrito. En ellos encontramos construcciones geométricas, métodos
de cuadratura de circulos, aplicaciones del Teorema de Pitagoras,... El periodo més brillante de
desarrollo matematico fueron los siglos V-XII d.C.
Y el matematico més notorio fue Bhaskara con sus dos obras “Lilavati” y “ Vijaganita”. En ellos
resuelve problemas de algebra, de andlisis indeterminado, de combinatoria, sumas de series, calculo
de volimenes,... incluso llega a escribir la solucion general para la ecuacion de segundo grado.



> Antigua Grecia: el lugar principal entre las escuelas griegas de filosofia lo ocuparon sucesivamente
la jonica, la pitagorica y la ateniense. En estas escuelas también se elaboraban cuestiones matematicas
en especial los problemas practicos relacionados con mediciones, construcciones y calculos geométricas.
A estos problemas se les englob6 dentro de la “logistica”. A esta ciencia se le atribuirdn: extraccion
numérica de raices, calculo de fracciones, problemas practicos de arquitectura,...
Destacamos los tres problemas clasicos de la Matematica griega (construcciones con regla y compas):

a) La cuadratura del circulo: construir un cuadrado de area m. Se demuestra que es imposible.
b) La triseccion del dngulo: dividir un dngulo en tres partes iguales. En general no es posible.

¢) Duplicacion del cubo: construir un cubo con el doble de volumen de uno dado. No es posible.

> Arabes: las mateméticas drabes acumularon muchos procedimientos de calculo y algoritmos
especiales como:

a) Obtencion de 17 cifras decimales exactas del nimero 7 mediante poligonos inscritos.

b) Calculo de raices por el “método del elemento celeste” (técnica que aprendieron de los chinos)
y calculo de distintas raices del tipo /g
¢) Sedieron cuenta de que: (a+b)" = a"+(})a"to+...+( ", )ab" +b" y que (") = (" )+ (")
En Europa la tabla de coeficientes binomiales (< 17) fue publicada en el s.XVI (por Stiefel) y el
método de célculo de raices superado por Ruffini y Horner en el s. XIX.

> s.XIX: durante este siglo, el problema fundamental del Algebra lo constituia la resolucion
de ecuaciones algebraicas. Se descubrieron multitud de métodos y a finales del s.XVIII se vieron
obligados a la introduccion de nuevos conceptos (grupo, campo,...) que terminarian revolucionando
el Algebra. De esta época destacaremos el Teorema Fundamental del Algebra y la imposibilidad de
resolucion en general de las ecuaciones de grado mayor que 4 (Teoria de Abel-Galois).



2) Ecuaciones. Resolucidn:

>> Definicién: dado un cierto conjunto donde se han definido una serie de operaciones (suma,
producto,...) llamamos ecuacion a toda igualdad donde intervienen elementos conocidos y desconocidos
del conjunto inicial relacionados por medio de las operaciones.

> Definicién: a los elementos desconocidos los llamaremos incognitas.

> Definicién: llamaremos solucién de una ecuacién al conjunto de posibles valores que pueden
tomar las incognitas para verificar la igualdad. Este conjunto puede ser vacio (por ejemplo las
soluciones a z? +1 =0 en R)

> Funciones polinémicas de primer grado:

oM

> Son aquellas de la forma a - x + b= 0 con “a” y “b” conocidos y a # 0. Si tenemos a, b,z € R
lo que nos dice la ecuacion es que estamos buscando el corte con el eje X de la rectay =a-x+b. Es

por este motivo que a este tipo de ecuaciones las llamaremos de primer grado o lineales. Se resuelven
b

asi: v = ——
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> Funciones polinémicas de segundo grado:

> Son de la forma a-2%+b-2+c¢ = 0 donde “a, b, ¢ son conocidos y a # 0. Si tenemos a, b, ¢ € R,
f(x) =a-2*4+b-x + c es al ecuacion de una parabola en el plano. A este tipo de ecuaciones las
llamaremos de segundo grado o cuadraticas. Para resolverlas se utiliza la conocida formula:

 —b= Vb? — 4dac

T
2a
b b b?
Proof. 0=a-2*+b-v+c=a- (2> +-2)+c=a-(x+—)+c— —
a 2a 4a

Despejamos y obtenemos:

_ [ b? c b _—bi\/b2—4ac
v 402 a 2a 2a

> Si el radicando es mayor que creo tendremos dos soluciones reales. Si es menor que cero

tendremos dos soluciones complejas conjugadas. Si es igual a cero tendremos una tinica solucion real

b c
(doble). Ademas, las soluciones de al ecuacion tienen que cumplir: zy + 29 = ——//x1 - 29 = —.
a a

O



> La ecuacion bicuadratica: a - 2* + b - 22 + ¢ = 0 se resuelve haciendo el cambio y = 2.

> La ecuacién reciproca: a-2* +b-2° 4+ c- 22+ b- 2+ a = 0 se resuelve haciendo el cambio
y=a+ 1y escribiendo: a- (2> + %) +b-(z+2)+c=0

> Funciones polinémicas de tercer grado:

> Son aquellas de la forma a- 2% +b- 22 + c|cdotz +d = 0, donde “a, b, ¢, d” son conocidos y a # 0.
Sia,b,c,d € R tenemos la ecuaciéon de una cubica. Estas ecuaciones siempre tienen, al menos, una
raiz real (por el Teorema de Bolzano). Para resolverla se puede utilizar el método de Cardano-Viéte:

e Sea 13 + bz® + éx + d = 0 (hemos divido por “a”).

e Anulamos el monomio en z? haciendo el cambio z = y — g.

e En la ecuacién resultante: y3—|—p-y+q hacemos y = a+/. Operamos para obtener: a3—|—53 = —q;
3
B = —5—7 y las vemos como las soluciones a una ecuaciéon de segundo grado.

3 2 3 2 3
2, .., _ P s _ 4, L P g4 JT P
e 2 +q-z 57 0 — « 2—|— 4—|-27y5 5 4+27

e Deshacemos todos los cambios y obtenemos el valor de una de las soluciones de la ecuacion
original. Después, resolvemos la cuadratica resultante.




> Funciones polinémicas de grado > 4:

> Son las de la forma ag +a; -z + ...+ a, - " = 0, donde ay, ..., a, son conocidos y a,, # 0.
e Si n = 4 existe una formula explicita para calcular las raices.

e Si n > 5 se demuestra, con ayuda de la Teoria de Galois, que no puede existir una féormula
general.

> Teorema Fundamental del Algebra: todo polinomio con coeficientes complejos de grado

“n” tiene exactamente “n” raices complejas (contando multiplicidad).

Proof. Para demostrarlo usaremos elegantes resultados del Anéalisis Complejo.

Supongamos f(z) = ag+ ...+ a,z" que no es constante (grado > 1). Supongamos que no se anula,
es decir, que f(z) # 0, Vlz eC

f(2)
En estas condiciones, el Teorema de Liouville nos dice que g(z) es constante — f también lo es, en
contra de la hipotesis — f(z) = (2 — a1) f1(2) para cierto oy € C.

Si fi1(z) = cte, hemos acabado. Si no, aplicamos el mismo razonamiento e iteramos el proceso tantas

veces como el grado de f(z).
Al final, obtenemos que f(2) =C(z —aq) - (2 — ) -+ (2 — ay,)

Consideremos g(z) = , funcion holomorfa y acotada (pues ‘l‘im g(z) =0).
Z|—00

> Otras ecuaciones:

> No todas las ecuaciones son polinémicas. Podemos tener ecuaciones racionales, radicales,
exponenciales, logaritmicas, trigonométricas,... y para resolverlas necesitaremos de herramientas
mas potentes que nos aseguren solucion y nos la den exacta o aproximada (segun el caso).



3) Aproximacién de raices:

> Empezaré enunciando un resultado que nos asegurara existencia de solucion. Después expondré
algunos métodos para la biusqueda de dicha solucion y por tltimo daré un resultado/método bastante
usado en situaciones muy generales.

>> Teorema de Bolzano: sea f : [a,b] — R continua y tal que f(a)- f(b) < 0. Entonces existe
un punto ¢ €la, b tal que f(c) = 0.

Proof. Supongamos f(a) < 0 < f(b) (si no es asi, consideraremos — f(z)) y definamos el conjunto A
como A = {x € [a,b] tq f(x) < 0}, conjunto de nimeros reales no vacio (pues a € A) y mayorado
(b >z, Vxr € A) — existe el supremo de A: s = sup{A}.

Si f(s) > 0 tenemos, por continuidad podriamos encontrar ¢ > 0 tal que f(s —¢€) > 0, pero
s>s—e¢ A — esto contradice que s es el sup{A}.

Si f(s) < 0 tenemos, por continuidad, que existe € > 0 tal que f(s+¢€) < Oconloques < s+e € A —
contradiciendo que s = sup{A}.

Visto lo anterior, obtenemos que f(s) = 0 como pretendiamos.

[]

> Método de Biseccién: sea f : [a,b] — R continua tal que f(a) < 0 < f(b). Por el Teorema

) a+
de Bolzano sabemos que hay, al menos, una soluciéon. Tomemos ¢; = —5 Y evaluamos.
Si f(¢1) = 0 hemos terminado.
Si f(C) <0— Iy = [Cl,b].
Si f(c1) >0— I =[a,c].
Repetimos el proceso hasta que lleguemos a la solucién o a una aproximacion aceptable lo cual es

D
siempre posible pues como longitud(I,) — 0 — J1x € ﬂ I,.

n=1
El inconveniente de este método es su lenta convergencia.

%i(x)
b

QT

> Método de la Cuerda o “Regula Falsi”: sea f : [a,b] — R continua con f(a) < 0 < f(b).
Por el Teorema de Bolzano sabemos que hay, al menos, una solucién. Tenemos los puntos (a, f(a))
y (b, f(b)). Los unimos por una recta y nos dara un punto de corte “c;” con el eje X.

Si f(¢1) = 0 hemos terminado.

Si f(C) <0— Iy, = [Cl,b].

Si f(c1) >0 — I, = [a, ] e iteramos el proceso.

Este método converge mas rapido que el de Biseccién pero a mucha menor velocidad que el siguiente.




> Método de Newton: dada f : [a,b] — R derivable, con f”(z) # 0, Va €la,bly f(a)- f(b) <
0. Desde (a, f(a)) o (b, f(b)) trazamos la recta tangente a la grafica y la intersecamos con el eje X
obteniendo “c;”.
Si f(¢1) = 0 hemos terminado.
Si f(C) <0— I, = [Cl,b].
Si f(c1) >0 — I, = [a, ;] e iteramos el proceso.
Este es uno de los métodos més usados debido a su rapidez de convergencia y sus poco coste y
complejidad computacionales.

> Método de iteracion o punto fijo: dada cualquier ecuacion algebraica f(z) = 0 podemos
escribirla como f(x) = x — g(z). Si consideramos los puntos de corte de la curva g(z) con la recta
y = x hallaremos los puntos de g(x), es decir, los puntos z; € R tales que:
g(zy) =2y — fxy) = x5 — g(xy) = 25 — 2y = 0 — x5 es solucion de la ecuacion f(x) = 0.

> Teorema: sea g : [a,b] — [a,b] continua — Jzs € [a,b] tal que g(zf) = zy. Si, ademas,
3¢’ (x), Vo €]a,b[ y |¢(x)| < k < 1, Yz €]a,b[— el punto fijo es tnico.

>> Teorema: ea g : [a,b] — [a, b] continua tal que 3¢'(x), Va €la,b[ v |¢'(z)| < k < 1, Vz €]a,b].
Entonces:

a) Para cualquier namero zy € [a, b}, la sucesion dada por z,, = g(x,—1), Vn > 1 converge al tnico
punto fijo x5 € [a, b].

[{3P%]

b) Si suprimimos la condicion de la derivada por ser “g” mondtona, obtenemos el mismo resultado
que en (a).

c) Si“g” es contractiva (|g(z) — g(y)| < |z — y|, Vz,y € [a,b]) podemos suprimir la condiciéon de
la derivada y obtenemos el mismo resultado que en (a).



