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ARI 1. Divisibilidad

Un auditorio tiene 26 filas y 24 butacas en cada una. Todas las butacas estan numeradas empezando en
la primera fila. ¢ En qué fila se encuentra la butaca 371?

En una clase de Matematicas se formaron grupos de cuatro y quedaron 2 estudiantes libres. Luego se
formaron grupos de 5 y quedo libre 1 estudiante. Si 15 de los estudiantes eran chicas y habia mas chicas
que chicos, ¢cuantos chicos habia en la clase?

En un papel hay escrito un niimero de cuatro cifras. Si borramos las dos ultimas, el nimero queda asi:
86?7?. Sabiendo que el numero original era divisible por 3, 4 y 5, ¢cual es el nimero que estaba escrito en
el papel?

n+17

¢Para cuantos enteros positivos n es verdadero que es un numero entero positivo?

n-7

¢Cuantos nimeros, del 1 al 1001 son divisibles por 5 o por 9 pero no por ambos?

¢Cual es el cociente entre el minimo comun multiplo de los 40 primeros enteros positivos y el minimo
comuin multiplo de los 30 primeros?

¢Cual es el mayor resto posible cuando dividimos un nimero de dos cifras entre la suma de sus cifras?

En un colegio hay 1000 estudiantes y cada uno tiene una taquilla. Todos los aios, a final de curso,
montan un juego algo extraho: se colocan en orden alfabético, y el primero abre todas las taquillas. A
continuacion, el segundo las cierra de dos en dos; o sea, cierra la 2, 4, 6, etc. Luego el tercero acude
a las taquillas numeros 3, 6, 9, 12, etc. y las abre si estaban cerradas y las cierra si estaban abiertas; a
continuacion el cuarto va a las taquillas 4, 8, 12, 16, etc. y hace lo mismo (las abre o las cierra segun estén
cerradas o abiertas) y asi continua el juego hasta que todos pasan por las taquillas. Al final, ¢cual es el
numero de la ultima taquilla abierta?

Un punto reticular es un punto del plano con coordenadas enteras. {Cuantos puntos reticulares de la
recta 3x + 4y = 59 hay en el primer cuadrante?

Antonio y Beatriz empiezan a trabajar el mismo dia. El horario de Antonio consiste en 3 dias de trabajo
y 1 de descanso, mientras que Beatriz trabaja 7 dias seguidos y luego descansa 3 dias seguidos. En los
1.000 primeros dias de trabajo, ¢ cuantos dias coinciden en el descanso?
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¢Cuantos anos del siglo XXl verificaran la propiedad de que dividiendo el nimero del aio por 2,3,5y 7
obtengamos siempre de resto 1?

El nimero de gatos que viven en Gatolandia es un nimero de 6 cifras, cuadrado perfecto y cubo perfec-
to. Cuando se mueran 6 de esos gatos, el nUimero de gatos vivos sera un nimero primo. ¢{Cuantos gatos
hay en Gatolandia?

Mustafa compré una gran alfombra. El vendedor midié la alffombra con una regla que supuestamente
media un metro. Como resulté de 30 metros de largo por 20 metros de ancho, le cobré 120000 rupias.
Cuando Mustafa llegé a su casa midié nuevamente la alfombra y se dio cuenta que el vendedor le habia

cobrado 9408 rupias de mas. {Cuantos centimetros mide la regla que uso6 el vendedor?

Joaquin y su amigo Andrés van todos los dias a clase en el autobus de la linea 62. Andrés paga siempre
los billetes.

Cada billete tiene impreso un nimero de 5 digitos. Un dia, Andrés observa que los nimeros de sus bi-
lietes -el suyo y el de Joaquin- ademas de consecutivos, son tales que la suma de los diez digitos es
precisamente 62.

Joaquin le pregunta a Andrés si la suma de los digitos de alguno de los billetes es 35 y, al saber la res-
puesta, puede decir correctamente el nimero de cada billete.

¢Cuales eran esos numeros?

ARI 2. Fracciones y porcentajes

El lado de cada uno de los triangulos equilateros de la figura es el doble del lado del hexagono regular
del centro. ;Qué fraccion del area total de los seis triangulos representa el area del hexagono?

L 3 . : =
Alicia ahorra cada semana los T de su paga. Si consigue ahorrar 312 euros al ano,

¢cual es la paga semanal de Alicia?
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Sin es un entero y 2"—4 esta entre % y 1 , ¢cudl es el valor de n?
4

¢Cuando es un nimero entero el siguiente producto?

1+1 [1+‘I 1+1 1+1
2 3 4 n

Dos jarras de 600 mililitros cada una contienen zumo de naranja. Una esta llena la tercera parte y la otra
los dos quintos. Ahadimos agua a cada una hasta llenarlas completamente y, posteriormente, las vacia-
mos en una jarra grande. {Qué fraccion del liquido de la jarra grande es zumo de naranja?

Juan utiliza parte del dinero que lleva para comprar varios CDs, todos a igual precio. Si con un quinto
del dinero que tenia ha pagado un tercio del total de los CDs que comprd, ¢qué fraccion del dinero que
llevaba le quedara después de pagar todos los CDs?

iEl 80 % de los estudiantes de este centro esta a favor de que haya examenes no avisados!, proclamoé el
Jefe de Estudios con satisfaccion pero olvidando conscientemente que al 80 % de los estudiantes del
centro no se les habia preguntado nada. {Qué porcentaje de los estudiantes del centro le habian dicho
al Jefe de Estudios que estaban a favor de los examenes no avisados?

Si la base de un rectangulo aumenta un 15% y su altura un 20%, ¢en qué porcentaje aumenta su area?

En una clase aprobé el 66% de los alumnos y en otra, en la que habia el doble, aprobé solamente el 57%.
¢Cual es el porcentaje de aprobados entre las dos clases?

En una epidemia de gripe en Madrid, hace tres dias, tenia gripe el 10% de la poblacion y estaba sana el
90% restante. En los tres ultimos dias, el 10% de los enfermos se curé y el 10% de los sanos cogié la
gripe. {Qué porcentaje de la poblacién esta ahora sana?

En una reunion, una de cada tres mujeres y dos de cada cinco hombres son fumadores, y hay doble
numero de hombres que de mujeres. ¢Cual es la proporcién de personas fumadoras?
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Algunos de los animales que hay en Madrid estan realmente locos. El 10% de los gatos se creen que
son perros y el 10% de los perros se creen que son gatos. Todos los demas, perros y gatos, son per-
fectamente normales. Un dia hicimos un test a todos los perros y gatos de Madrid y resulté que el 20%
del total se creian que eran gatos. ¢{Qué porcentaje del total de gatos y perros de Madrid son realmente
gatos?

En la fiesta del vals, 1 de los chicos esta bailando con % de las chicas. ¢Qué fraccion de personas

no esta bailando?

El parlamento de un pais cuenta con 2000 diputados. El 12,121212...% de los diputados asistentes a una
reunion son rubios y el 23,423423423...% fuman. ¢{Cuantos diputados faltaron a esa reunién?

ARI 3. Potencias y raices

Si desarrollamos el niimero 43 - 5'3, ; cuantas cifras tendra?

Un viaje espacial sale de la Tierra hacia un planeta situado a 22° km. Después de hacer un cuarto del
trayecto, la nave pierde el contacto por radio con la Tierra, recuperandolo cuando esta a 2'° km de ella.
¢Cuantos km recorri6 la nave sin contacto por radio?

Si 8668 4 22005 4 41003 = 7 . 16X, ¢ cuanto vale x?

a) ¢Cual es la cifra de las unidades de 31001 . 71002 . 1310032

b) ¢Cual es la pentltima cifra de 1148 ?

¢Cual es el mayor entero n para el que n?°° < 5300 ?

\/§+1]200‘.5 \/g . 1]20059
P 2 :

¢Cual es el valor de [
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7. . X y* o .
H) -
Si x>y >0, expresa — como una Unica potencia
- X
8 10 10
- Calculael valorde |8 +4 .
84 + 411
9. ¢Cuantas parejas de nimeros hay cuyo minimo comun muiltiplo sea 23 - 3 - 52 y su maximo comtin divisor
sea 22.5?

10. La familia Abolengo es muy tradicional. Hace muchisimos afnos Pepita Abolengo tuvo tres hijas a las que
dio su apellido (la primera generacion) y, desde entonces, todas las mujeres Abolengo tienen siempre
tres hijas de apellido Abolengo. Si van ya por la séptima generaciéon de mujeres Abolengo, ¢cuantas mu-
jeres Abolengo, incluida Pepita, han existido?

11.

Si12+112+ 212+ ... + 912= S, ;cuanto vale la suma 22 + 122 + 222 + ... + 922 en funcién de S?

12. ¢Cual es el primer natural n para el que (0,2)" < 10?

ARI 4. Proporcionalidad

1. Dos gatos, Mu y Mi, cazaron entre los dos 60 ratones. Si Mu caza tres ratones por cada dos ratones
que caza Mi, ¢cuantos ratones cazé Mi?

2. Un terreno esta representado sobre un plano con una escala 1:2500 por un rectangulo de 64 mm de lon-
gitud y 48 mm de anchura. ¢{Cual es el area real del terreno?

3. Un albaiil necesita 10000 ladrillos para cierto trabajo. Por su larga experiencia sabe que no mas del 7%
de los que le traigan se le van a romper. Si los ladrillos vienen en cajas de 100, ¢ cual es el minimo nimero
de cajas que debe pedir para estar seguro de acabar el trabajo?
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Tres personas se han repartido una cantidad de dinero directamente proporcional a los nlimeros 6, 3 y
2. Si la que menos recibe, ha recibido 300 euros, ¢qué cantidad total se reparti6?

En cierta competicion, se entregan premios en metalico a los clasificados en los tres primeros lugares.
La cantidad total a entregar se divide en dos partes que esta en la proporcién 5:4, donde la parte mayor
corresponde al primero y la otra se vuelve a dividir en dos partes en la misma razén 5:4, siendo ahora la
mayor para el segundo y la pequena para el tercero. Si el tercer clasificado recibe 290 euros menos que
el primero, ¢cuantos euros recibié el segundo?

Una lamina de cristal absorbe el 20 % de la luz roja que le llega, es decir, deja pasar el 80 %. ¢Cuantas
laminas de cristal debo colocar como minimo, una encima de otra, para que pase como mucho la mitad
de la luz roja que les llegue?

En un supermercado se vende detergente en tres tipos de envases: pequeno (P), mediano (M) y grande
(G). El envase mediano cuesta un 50% mas que el pequeno y contiene 20% menos detergente que el
grande. El envase grande contiene doble detergente que el pequeio y cuesta un 30% mas que el media-
no. Ordena los tres tipos de envase, del mas rentable al menos rentable.

¢Qué angulo forman las agujas del reloj a las 4:20?

Una fotocopiadora tarda una hora en sacar m fotocopias y otra, para sacar el mismo numero de foto-
copias, tarda una hora y media. ;Cuantos minutos tardaran las dos juntas en sacar ese nimero m de
fotocopias?

Trabajando juntas, Ana y Cati pintan un mural en 10 horas; Ana y Gloria lo harian en 12 horas y Cati y
Gloria en 15 horas. Si se pusieran las tres juntas a pintar, ¢{en cuantas horas acabarian el mural?

En una reunién, la tercera parte de los asistentes tiene ojos verdes, el 80% cabello oscuro y el 20% ojos
verdes y cabello oscuro. ¢Cual es la proporcion de los que no tienen ojos verdes ni cabello oscuro?

El jardin de Antonio es doble que el de Benito y triple que el de Carlos. Los tres empiezan a la vez a cortar
la hierba, cada uno en su jardin. Carlos va la mitad de rapido que Benito y la tercera parte de rapido que
Antonio.

¢Quién acabé el primero?

La torre Eiffel tiene 300 m de altura, esta construida enteramente de hierro y pesa exactamente 8000 tone-
ladas. Se quiere construir un modelo reducido de la torre, también de hierro y que pese 1 kg. ¢Cual debe
ser su altura?
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ARI 5. Tiempo, distancia y velocidad

Algunos de los problemas de este tipo pueden resolverse generalizando juiciosamente el con-
cepto de velocidad a cualquier magnitud que varie con el tiempo y aplicando los mismos procedi-
mientos empleados en la resolucién de problemas de movimiento. Ademas ofrecen una oportuni-
dad mas de relacionar la aritmética con la geometria y el algebra, contribuyendo asi a percibir la
unidad de la matematica.

1. Un grifo pierde una gota de agua cada segundo. Si 600 gotas de agua llenan una vasija de 100 mililitros,
¢cuantos litros de agua se pierden en 300 dias?

2. Un ciclista va de excursiéon y cuando lleva recorrido un tercio del camino, para a comer un poco. Si en
ese momento le faltan ain 11 km para llegar a la mitad del camino, ¢cuantos kilometros tiene la excur-
sion completa?

3. Un coche sale de un punto P a las 12 de la manana a 90 km/hora. ¢{A qué hora dara alcance a un ciclista
que salié de P a las 7 de la mafiana a 15 km/hora?

4. Para hacer un viaje de 30000 km utilizamos las cinco ruedas de un coche. (A veces cambiabamos una
por la de repuesto). Si cada una de las cinco recorrié los mismos kildmetros, ¢cuantos km hizo cada
una?

5. Rocio siempre camina el doble de rapido que Jaime. Si parten del punto senalado en sentido contrario,
y van dando vueltas a la parcela rectangular de la figura, de 18 cuadrados de area, ¢cual, de los puntos
indicados, sera el mas préximo cuando se encuentren por primera vez?

Rocio €<—— —> Jaime E

6. En cierto momento de un viaje, el conductor observa que el cuentakilémetros marca el nimero capicta
35953 km y 75 minutos después el cuentakilémetros marca el capicua siguiente. ¢Cual es la velocidad
media, en km/hora, del coche durante esos 75 minutos?

7. Rayo corre a velocidad constante, y Centella m veces mas rapido que Rayo (m es un nimero mayor que 1).
Si Centella le da una ventaja de h metros a Rayo, ¢qué distancia, en metros, debe recorrer Centella para
alcanzar a Rayo?
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En Matematilandia hay un sistema muy curioso de limitacion de velocidad: A 1 km del centro de la
ciudad hay una senal de limitacion de velocidad a 120 km/hora; a medio kilémetro, otra limitacion a

60 km/hora, a % de km, la limitacion de velocidad llega a 40 km/hora; a % km, la senal es de 30

km/hora, a % km de 24 km/hora y, finalmente, a % de km del centro de la ciudad, hay una senal

de limitacion de velocidad a 20 km/hora. Si viajas siempre a la velocidad limite, ¢qué tiempo tardas en
llegar desde la seial de 120 km/hora al centro de la ciudad?

Un triangulo equilatero esta originariamente pintado de negro. Cada minuto cambia, de forma que la
cuarta parte de cada triangulo negro se vuelve blanca.
Al cabo de 5 minutos, ¢qué parte del triangulo original sigue estando de negro?

1er minuto 2° minuto
—_—

Dos ciclistas marchan a velocidad uniforme. El mas lento tarda 15 segundos mas que el mas rapido en
recorrer 4 km y recorre 1 km menos que el otro en 15 minutos. ¢Cual es la velocidad, en km/hora, del
ciclista mas rapido?

Luis y Esteban tuvieron que ir, cada uno en su coche, desde Madrid al pueblo de Luis.

Ambos viajaron a velocidad constante. Esteban salié a las 7 de la manana y llegé a la una de la tarde y
Luis salié una hora mas tarde que Esteban pero llegé hora y media antes que éste. ¢ A qué hora alcanzé
Luis a Esteban?

En el pueblo de Luis solo tienen dos caminos. Uno de ellos tiene un tramo en muy mal estado y el otro
es intransitable en una longitud triple que la anterior, siendo ambos tramos uniformemente malos. El
alcalde decide que eso no puede seguir asiy, para ello, dispone de una brigadilla de mantenimiento (con
la virtud de que todos los hombres tienen el mismo rendimiento).

Durante dia y medio la brigadilla al completo trabaja en el tramo largo. El resto del segundo dia se repar-
ten mitad por mitad entre los dos tramos y finalizan el mas largo.

Por fin, el tercer dia, 2 hombres trabajando durante toda la jornada terminan el tramo corto. {Cuantos
hombres componen la brigadilla?
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GEO 1. Construcciones geométricas con GeoGebra

Dados dos segmentos de longitudes m y n, respectivamente, construye el segmento media geomé-
trica de longitud Vm - n. Indica cémo usar el resultado anterior para hallar las medidas /n , donde n
es un numero natural positivo.

Usa también la construccion para obtener un cuadrado equivalente (de igual area) al rectangulo de
lados my n.

Dado un rectangulo de lados m y n, construye un rectangulo equivalente de lado p.

p

En un triangulo cualquiera ABC, construye el ortocentro H, el baricentro G y el circuncentro F. Comprue-
ba que estan alineados (la recta que pasa por G, F y H se llama recta de Euler). Mide los segmentos HG y
GF y calcula el cociente de sus medidas. Tira ahora de uno de los vértices del triangulo y observa que se
mantiene la proporcion. Fija de nuevo un triangulo ABC y construye el triangulo definido por sus puntos
medios. Razona en el nuevo dibujo las relaciones observadas de F, G y H.

Problema de Napoleoén.

Dado un triangulo cualquiera ABC, sobre cada lado construye
triangulos equilateros hacia afuera ABC’, BCA’ y CAB’. Com-
prueba que los centros de los equilateros forman asi mismo

un triangulo equilatero. Comprueba que las circunferencias
circunscritas a estos equilateros se cortan en un punto T.
Comprueba que T es también la interseccion de los segmen-
tos AA’, BB’ y CC’. Comprueba también que desde T se ven
los lados de ABC con un angulo de 120°.

Problema de Fermat.

Seguimos en el dibujo del problema anterior. Tira de un vértice para que el triangulo no tenga un angu-
lo mayor de 120°. Dibuja un punto P dentro del triangulo, y calcula la suma de distanciasde Py de T a
los vértices A, B y C. Comprueba, moviendo P, que la suma de las distancias es mayor que la suma de
las distancias de T.
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B
Dado el pentagono convexo ABCDE, encuentra un cuadrila-
tero con igual area.

Dado un triangulo ABC, dibuja un hexagono convexo de igual area.

Bloque Il

Construye un triangulo conociendo su circuncentro F, su baricentro G y un punto
medio M de un lado.

9. 1+
Construye un rectangulo aureo, sabiendo que sus lados estan en proporcion ¢= 2\/3 .
10. Dado un cuadrado ABCD, construye un triangulo equilatero
inscrito en el cuadrado y que tenga A como vértice.
A B
11.

12.

Usando la igualdad 5 = 22 + 12, trocea un cuadrado y con los trozos forma cinco cuadrados iguales.
1

Trocea una cruz griega de lado 1 en cuatro trozos y con ellos
forma un cuadrado.
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GEO 2. Teoremas de Pitagoras y Tales

En el rectangulo que se muestra en la figura, DE'y FB
son perpendiculares a AC. Si AB =18 cmy BC = 12
cm, calcula la longitud del segmento EB y el area del
paralelogramo EBFD sombreado.

Prolongamos el lado BC del triangulo ABC hasta un
punto P de forma que el triAngulo PAB sea semejante
al triangulo PCA. SiAB =8,BC =7y CA =6, calculala
longitud de PC.

Un cuadrado de lado 1 m esta inscrito en un triangulo
equilatero como se muestra en la figura. {Cual es la
longitud del lado del triangulo?

En una circunferencia de radio 6 inscribimos el trian-
gulo isosceles PQR en el que PQ = PR.

Una segunda circunferencia es tangente a la primera y
tangente a la base QR del triangulo en su punto medio,
como se muestra en la figura. Si la longitud

de PQes 4./5,

¢cual es el radio de la circunferencia pequena?

El tridangulo equilatero LNM, inscrito en otro triangulo
equilatero PRQ, tiene un area igual a 7 cm?. Si el lado
LN es perpendicular al lado RQ, ¢cual es el area del
triangulo grande PRQ?

En una circunferencia tenemos dos cuerdas paralelas de longitudes 10 cm y 14 cm que distan 6 cm
entre si. Halla la longitud de la cuerda paralela a ambas y que equidista de ellas.
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[N En el triangulo PQR, PR = 14y PQ = 10.
Si prolongamos RQ hasta que corte en S a la perpendi-
cular PS, resulta que QS = 5. ;Cual es el perimetro del
triangulo PQR?

8. En un dia soleado, reposa sobre un campo horizontal una gran esfera. En cierto momento, la sombra
de la esfera llega hasta una distancia de 10 m del punto donde dicha esfera toca el suelo. En el mismo
instante, un bastéon de 1 m, colocado verticalmente, produce una sombra de 2 m. {Cual es el radio de
la esfera?

(Suponemos que los rayos del Sol son paralelos y que el bastén lo podemos representar por un seg-
mento).

o

S

3
=}
(e1]

9. Las tres circunferencias de la figura adjunta son tan-
gentes a las rectas /, e |, y ademas, cada una de ellas es
tangente a la anterior. Si el radio de la mayor es 9y el de
la menor 4, ;cual es el radio de la del medio?

10. Tomamos un punto D en el lado CB de un triangulo ABC
enelque AC=3yAB =6.Si ~ CAD = ~ DAB = 60°,
calcula la longitud del segmento AD.

11. El area del triangulo ABC de lafigura es 10. Los puntos D,
EyF, todos distintos de A, By C, estan, como se observa,
enlosladosAB, BCyCArespectivamente, siendoAD =2y
DB = 3. Si el triangulo ABE y el cuadrilatero DBEF tienen
areas iguales, ¢cual es el valor de esta area?

12. En el tridngulo is6sceles BCD de la figura, sus lados
iguales miden BD = DC = 1. Por un punto F del lado
BC, situado a 1 de distancia del vértice C, se traza una
perpendicular a este lado y corta a la prolongacién del
lado DC en un punto A de manera que el triangulo ABC
es rectangulo. Calcula la longitud de AC y de BC.




50

Bloque Il. Geometria | GEO 3. Poligonos. Cuadrilateros | Enunciados

GEO 3. Poligonos. Cuadrilateros

Un triangulo cualquiera puede ser dividido en cuatro tridngulos iguales semejantes al de partida. Un
triangulo equilatero puede ser dividido en tres tridangulos isésceles iguales, y un triangulo isésceles pue-
de ser dividido en dos tridngulos rectangulos iguales.

Divide cada uno de los tres triangulos equilateros dados en veinticuatro triangulos rectangulos iguales.
Hazlo de tres formas diferentes.

Unimos en el sentido de avance de las agujas del reloj los puntos
medios de un cuadrilatero convexo (segin aparece en el dibujo).
Prueba que el cuadrilatero obtenido es un paralelogramo.

¢Cual es la relacion de areas entre los dos cuadrilateros?

Dividimos un triangulo en tres trapecios isdsceles iguales. Llamamos esfinges a las figuras formadas por
dos de ellos.

Divide la primera esfinge de abajo en seis triangulos equilateros iguales, la segunda esfinge en cuatro
esfinges iguales y la tercera esfinge en ocho trapecios isésceles.

Razona como calcular el angulo interior de un poligono regular de
n lados.
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Ya sabes, y ahora queremos que demuestres, que las tres medianas de un triangulo se cortan en un
punto G (baricentro) y que la distancia de un vértice a G es dos tercios de la longitud de la mediana
correspondiente. Si el corte de dos medianas tiene esa propiedad de distancia, la tercera tendra que

pasar también por ese punto. Para probar esa proporcion de medidas te proponemos usar un triangulo
MNP y el que se obtiene uniendo sus puntos medios.

Alos triangulos isésceles con un angulo de 36° los lamamos aureos.
Los vemos aparecer en el pentagono regular. Se llama nimero de
oro (y se denota por la letra griega (j)) alarazoén entre el lado grande
y el pequeno. A partir de la descomposicion del triangulo aureo de
la derecha en dos tridngulos aureos, calcula el valor de ¢ .

a) lguales por lados perpendiculares

En un triangulo acutangulo dibujamos su ortocentro H y lo unimos
con segmentos a los vértices. Prueba que se da la relacién de an-
gulos del dibujo.

b) Iguales por relacion ciclica algebraica

En el mismo triangulo dibujamos su circuncentro F y lo unimos
también con los vértices, obteniéndose la relacion de angulos del
dibujo.

Demuestra algebraicamente que: 0= a, B =by Y=c.

Los tres triangulos de la figura son rectangulos y semejantes. Si
el triangulo ABP tiene de area 12 cm? ;cual es el area del trapecio
ABCD?
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El dibujo de la derecha esta formado por dos cuadrados y dos
triangulos. Razona que los dos tridngulos tienen igual area.

En un paralelogramo se une cada vértice con los puntos medios de
los lados no contiguos envolviendo dichos segmentos un octégo-
no. Dividiendo este octégono en quesitos, calcula su razén de area
con el paralelogramo

En un tridngulo is6sceles ABC, donde AB=AC , se verifica que la
mediatriz del lado AC y la bisectriz de C se cortan en el lado AB.
Halla sus angulos.

Razona a partir del dibujo, la relacion entre las areas del dodecago-
no regular y el cuadrado de lado igual al radio de la circunferencia
circunscrita.
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GEO 4. La circunferencia

En el dibujo, trazando semicircunferencias con centro los pun-
tos medios de un cuadrado de lado 2 dm, hemos dibujado una
flor de cuatro pétalos. ¢{Cual es su area?

Haciendo centro en los vértices de un triangulo equilatero de
lado 2 dm hemos dibujado arcos de vértice a vértice. La curva
asi obtenida es de anchura constante. {Qué area encierra?

Bloque Il

En el triangulo rectangulo de lados 3, 4 y 5, trazamos semi-
circunferencias con centro en los puntos medios de los lados
como se ve en el dibujo. Las dos lunas formadas son conocidas
como lunulas de Hipdcrates. ¢{Cual es la suma de sus areas?

Llamamos radian al angulo de un sector circular cuyo arco
mide lo mismo que el radio. Asi la circunferencia mide 2 radia-
nes (es decir, en una circunferencia caben un poco mas de 6,28
radios). Sea un sector circular de radio r, angulo a radianes y

perimetro 4 m. Expresa su area en funcion de r. Razona que el
area es maxima cuando r = 1.

En los tres dibujos podemos ver las diferentes posiciones del centro O de una circunferencia respecto

a un angulo inscrito (dentro, fuera y en un rayo del angulo). Demuestra en los tres casos que el angulo
inscrito mide la mitad en grados del arco que abarca.
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6. Construccion del arco capaz
Halla el lugar geométrico de los puntos del plano desde los

cuales se ve el segmento AB bajo un angulo o.

7. Probar que los cuadrilateros convexos inscritos en una cir-
cunferencia, son aquellos cuyos angulos opuestos suman
180°.

8. Dibuja un pentagono convexo ABCDE de forma que

ﬁ:ﬁ::(ﬁ:ﬁ:a,yque B =D = 90°.

9. En un triangulo acutangulo trazamos las alturas, y marcamos el ortocentro H y los angulos que forman
las alturas con los lados. Con los pies de las alturas construimos el llamado triangulo értico. Prueba
que H es el incentro de este nuevo triangulo (incluso se da la relacion de angulos expresada por los dos
dibujos)

10. En una corona circular, la cuerda de la circunferencia exterior que es tan-
gente a la circunferencia interior mide 10 cm. ¢{Cuanto mide el area de la
corona circular?

11. El cuadrilatero de la figura esta inscrito en una circunferencia y tiene an-
gulos rectos en P y en Q. Tiene dos lados iguales y los otros dos miden 6
y 8 cm. ¢{Cual es, en cm? su area?
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12. Potencia de un punto respecto a una circunferencia
Desde un punto A exterior a una circunferencia C, trazamos
una secante que la corta en My N, y una tangente en T a dicha
circunferencia.
Prueba que se tiene la igualdad de producto de distancias:
d(AJ N) = d(A; M) = d(A! "')2.
Este invariante métrico se conoce como “la potencia de un
punto respecto a una circunferencia”. Exprésalo en funcion del
radio y la distancia del centro al punto.
El concepto de potencia de un punto respecto a una circunfe-
rencia C puede ser generalizado para puntos interiores y para
puntos de la circunferencia (en estos ultimos es natural definir
la potencia como 0)
No costara mucho probar que los triangulos AMR y ANS son

semejantes y que por ello AM-AN=AR-AS. Este producto con

Bloque Il

signo menos es igual a OA? - R, y es la potencia de A con res-
pecto a la circunferencia C. Su caracter negativo es interpre-
tado como debido a la distinta orientacion de los segmentos
AMYy AN.

GEO 5. Cuerpos Geométricos

Para la obtencion de areas o volumenes de figuras semejantes actuaremos cogiendo figuras
con medidas lineales cémodas para el calculo, y luego aplicaremos la razon de semejanza al cua-
drado o al cubo segun el caso.

1. Area del triangulo equilatero de lado /. Area del hexagono regular de lado /.

2. Area del octégono regular de lado /.

Area del dodecagono regular de lado /.

I s e soocipon o sosiol

4. Area del triangulo de vértices A(2, 7), B(6, -1) y C(13, 4)

5. Volumen del tetraedro regular de lado /.
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Volumen del octaedro regular de lado /.

Volumenes de los sélidos obtenidos al girar el triangulo rectangulo de lados 3, 4 y 5 alrededor de uno

de sus lados.

Volumen del tetraedro regular truncado de lado /.

Volumen del cubo truncado de lado /.

Volumen del octaedro regular truncado de lado /.

Volumen del cuboctaedro de lado /.

Usando la férmula de Euler y la uniformidad de los vértices, cal-
cula el nimero de caras (triangulos y pentagonos) el nimero de

vértices y el de aristas del icosidodecaedro.
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PRO 1. Técnicas de recuento. Combinatoria

En Julio de 2008 se celebré en Madrid la XLIX Olimpiada Matematica Internacional en la que participaron
chicos y chicas de entre 15y 18 anos de 101 paises. Si el delegado de cada pais da un apretén de manos
a los demas delegados, ¢cuantos apretones en total se dieron en la inauguraciéon?

Con las letras de la palabra NADIE podemos formar 120 palabras (o agrupaciones de cinco letras) uti-
lizando todas sus letras. Si se ordenan alfabéticamente las 120, ¢ qué lugar ocupa la palabra NADIE en
esa relacion?

Los niimeros combinatorios son los nimeros del triangulo de Pascal.
Ello es consecuencia de que el triangulo de niumeros combinatorios de
la derecha cumple las dos reglas de formacién del triangulo de Pascal:

a) Los extremos de una fila son unos: (n) _

=[|=1
0

b) Los niimeros del interior se obtienen como suma de los dos inmedia-
tamente superiores:

n]+ “ =[n+1] ,siendo 0 < k <n.

k| |k+1) |k+1
Queremos que demuestres esta ultima igualdad partiendo de la defini-
cion de:

n) n!

k) k! (n-k)

Con los nimeros 1, 2, 3 y 4 formo todos los nimeros posibles de 4 cifras cada uno, por ejemplo, 3214,
1111, 2234 serian algunos. {Cuanto vale la suma de todos ellos?

Las férmulas de combinaciones de n elementos tomados de k en k coinciden con las de permutacio-
nes con repeticion de n elementos con indices de repeticion k y n -k . Te pedimos que lo compruebes
estableciendo una correspondencia término a término entre las parejas de numeros diferentes elegidos
del 1 al 6 y las claves formadas con dos a’s y cuatro b's.

¢De cuantas formas puedo repartir 12 caramelos iguales entre Alicia, Beatriz y Carlos si a cada uno de
ellos le tengo que dar por lo menos tres?
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7. Un restaurante ofrece en cada cena tres postres y doble niimero de primeros platos que de segundos.
Cada cena consiste en un primero, un segundo y un postre. ¢{Cual es el menor nimero de segundos

platos que tiene que ofrecer para que un cliente pueda tomar cenas diferentes durante los 365 dias de
un ano?

8. El cédigo de cierta caja de seguridad consiste en cuatro digitos, no necesariamente distintos, y dos le-
tras que tampoco tienen por qué ser distintas. Estos seis caracteres pueden aparecer en cualquier lugar,
con la condicion de que las letras deben ir siempre juntas. Si podemos elegir entre 26 letras, ¢ cuantos
caédigos validos hay?

9. ¢ Cuantos numeros de cuatro cifras tienen al menos una que sea 2 6 3?
10. De los 6300 primeros enteros positivos, ¢cuantos no son multiplos ni de 2, ni de 3, ni de 5, ni de 7?

Bloque llI

11. En una cuadricula 5 x 5 seleccionamos tres de los 25 cuadraditos, de forma que no haya dos de ellos
que estén en una misma fila o columna. ¢{Cuantas elecciones son posibles?

12. En una excursion hay seis turistas y dos guias. Cada turista debe elegir un guia pero cada guia debe
tener al menos un turista. { Cuantos posibles grupos guia-turista pueden hacerse?

PRO 2. Estadistica

1. En un grupo de hombres y mujeres la edad media es 31 anos. Si la media de la edad de los hombres es 35
anos y la de las mujeres es 25, calcula el cociente entre el nimero de hombres y el de mujeres.

2. Se consideran los nimeros p, q,r,syt. Lamediadep,qyres8ylamediadep,q,r,sytes 7. ;Cual
es lamediadesyt?

3. La edad media de los integrantes de un grupo de boy-scouts aumentaria en un ano si abandonaran el
grupo cinco chicos de 9 afnos de edad cada uno o si se unieran al grupo cinco chicos de 17 anos cada
uno. ¢ Cuantos chicos componen dicho grupo?
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4. La media aritmética de los nueve niumeros del conjunto {9, 99, 999, ..., 999999999} es un nimero M de
nueve cifras, todas distintas. ¢Cual es la cifra que no esta en M?

5. Dados cuatro nimeros, elegimos tres, calculamos su media y a la media de estos tres le sumamos el
cuarto nimero. Como ves, esto lo podemos hacer de cuatro formas, dejando cada vez uno de los na-
meros sin elegir. Si obtenemos como resultados 17, 21, 23 y 29, ¢ cual es el mayor de los cuatro nimeros
que teniamos?

6. En una reunién hay un cierto nimero de personas. Curiosamente, la media de las edades de esas perso-
nas coincide con el nimero de personas que hay. Entra entonces en la reunién una persona de 29 anos
y vuelve a coincidir la edad media de las que hay con el nimero de personas. ¢{Cuantas personas habia
en la reunion al principio?

7. El peso medio de las patatas que habia en una bolsa subié al doble cuando a las cuatro patatas que habia
anadimos una patata inmensa. ¢Cual es el cociente entre el peso de este patatén y la suma de los pesos
de las cuatro patatas que habia?

8. En un centro se hizo la misma prueba del Concurso de Primavera a un pequeno grupo de alumnos de
ESO y a todos los de Bachillerato. La media global fue de 84 puntos. Los de ESO, que eran solamente el
10%, obtuvieron todos la misma puntuacion y la media de los de Bachillerato fue de 83 puntos. ¢Cual fue
la puntuacion de cada estudiante de ESO?

9. De una lista de nueve niimeros, sabemos que seis de ellos son 7, 8, 3, 5, 9 y 5. ¢{Cual es el mayor valor
posible para la mediana de los nueve?

10. La media, mediana, moda (tinica) y recorrido de un conjunto de ocho enteros son todos iguales a 8. ¢ Cual
es el mayor entero que puede aparecer en este conjunto?

11. En un cierto concurso de problemas de matematicas, el 10% de los participantes obtuvo 70 puntos, el
25%, 80 puntos, el 20% obtuvo 85 puntos, el 15% obtuvo 90 puntos y el resto de los participantes, obtuvo
95 puntos. ¢ Cual fue la diferencia entre la media y la mediana de las puntuaciones de ese examen?

12. Anadimos un nimero n al conjunto {3, 6, 9, 10} formando asi un conjunto de cinco elementos. Si la me-
dia del conjunto resultante es igual a su mediana, ¢cual es la suma de todos los posibles valores de n?
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PRO 3. Probabilidad

Beatriz escoge al azar dos numeros distintos del conjunto {8, 9, 10} y los suma. Carlos escoge también
al azar otros dos numeros distintos del conjunto {3, 5, 6} y los multiplica. ¢Cual es la probabilidad de que
el resultado obtenido por Beatriz sea mayor que el obtenido por Carlos?

Lanzamos tres dados. ¢Cual es la probabilidad de que la suma de los niimeros aparecidos en dos de
ellos coincida con el del otro dado?

Pedro elige al azar dos numeros distintos del conjunto {1, 2, 3, 4, 5} y Quino elige uno del conjunto {1, 2,
3, 4, ..., 10}. {Cual es la probabilidad de que el nimero de Quino sea mayor que la suma de los dos que
eligié Pedro?

¢Cual es la probabilidad de que un entero del conjunto {1, 2, 3, ..., 100} sea divisible por 2 pero que no
sea divisible por 3?

Al lanzar una moneda 4 veces, ¢cual es la probabilidad de que el nimero de caras sea mayor que el de
cruces?

Al tirar dos dados usuales de seis caras, ¢cual es la probabilidad de que haya una diferencia de tres
puntos entre los resultados de las dos caras superiores?

Tenemos dos dados con las caras numeradas de la siguiente forma: 1, 1, 2, 2, 3, 3, en uno de ellos y 4,
4,5, 5, 6, 6, en el otro. Los lanzamos y sumamos los nimeros obtenidos en la cara superior. Cual es la
probabilidad de que esta suma sea impar?

Se tira una moneda tres veces. ¢Cual es la probabilidad de que salgan dos y sélo dos caras seguidas?

En una bolsa hay dos bolas rojas y dos azules. Se sacan a la vez dos bolas. ¢{Cual es la probabilidad de
que sean de distinto color?
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10. Tiramos dos dados. ¢Cual es la probabilidad de que los dos nimeros obtenidos sean los digitos de un
cuadrado perfecto?

11. Tiramos un dado tres veces. Halla la probabilidad de suma 8 y la probabilidad de suma 12. Busca un
razonamiento, que no sea simplemente contando, que nos permita conocer las probabilidades de las
distintas sumas.

12. Elegimos al azar tres puntos de los nueve del diagrama que mostramos. ¢Cual es la probabilidad de que
los tres elegidos estén alineados?

13. Nadal y Federer juegan un partido al mejor de cinco sets, es decir, quien gane tres sets ha ganado el
partido. La probabilidad de ganar cada set es % para cada jugador y el ganar o no un set no influye en
la probabilidad de ganar el siguiente. Si Federer ganoé el segundo set y Nadal gané el partido, ¢cual es la
probabilidad de que Federer ganara también el primer set?

14. Hacemos girar dos veces la ruleta de la figura y apuntamos el nimero que marca la flecha. Dividimos el
primer numero entre 4 y el segundo entre 5.

Los restos obtenidos designan, respectivamente, una columna y una fila del tablero de la figura.
¢Cual es la probabilidad de que el par de restos
designe un cuadrado de color blanco?
=54
3
_)
D
1
123

15. Elegimos al azar cuatro nimeros, a, b, c, d, entre los enteros 1, 2, ..., 2010. ;Cual es la probabilidad de
que ad - bc sea un nimero par?

16.

Un jugador paga 5 € por participar en el siguiente juego:

Lanza un dado. Si aparece un nimero impar, ha perdido. Si aparece un nimero par, vuelve a lanzar el
dado. En el caso de que aparezca el mismo nimero que antes, ha ganado; en cualquier otro caso, ha
perdido. {Qué probabilidad tiene de ganar? {Cuanto deberia ganar si el juego es justo?
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Bloque IV. Enunciados

DEP 1. Paridad

a) ¢Es posible cubrir completamente un tablero de ajedrez de 8 x 8 con piezas de domin6 de 1 x 2?
¢Cuantas fichas necesitas?

b) ¢Y si quitamos las esquinas de una diagonal?

c) Un juego de dos jugadores consiste en ir colocando fichas de dominoé sobre el tablero de ajedrez. El
primero que no pueda colocar, pierde. En este juego el segundo jugador siempre puede ganar. {Cual es
la estrategia ganadora?

a) Un caballo de ajedrez parte de la esquina superior izquierda del tablero de ajedrez (posicion al) y re-
torna alli después de unos cuantos movimientos. ; Cémo debe ser el nimero de movimientos que realiza:
par o impar?

b) ¢ Puede un caballo salir de la posicion a1l y llegar a la posicion h8 (esquina inferior derecha) pasando
por todas las casillas exactamente una vez?

a) Colocamos todas las fichas de dominé en fila haciendo coincidir el nimero de puntos de fichas conti-
guas. Si en un extremo hay un 5, ;qué nimero hay en el otro extremo? ¢ Puedes hacerlo colocando fichas
dobles en los extremos? ¢Y sé6lo en un extremo?

b) De un dominé quitamos la ficha 1-2, ¢ es posible formar una cadena con las fichas restantes? ¢Es po-
sible formar una cadena con las fichas restantes de modo que uno de los extremos acabe en 6?

c) De un dominé quitamos las siete fichas que tienen alguna de sus partes blancas. ¢Puedes colocar el
resto formando una unica cadena?

Tenemos sobre la mesa una hilera de copas.
Hay 4 boca arriba alternandose con 5 que estan boca abajo.

Se trata de ir dando vuelta a las copas, siempre de dos en dos, hasta conseguir que queden 5 boca arriba

AYAYAYAYA

¢Coémo debes hacerlo?
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S. a) Completa con los signos + y — para que el resultado sea cero.
b) Un saltamontes esta dando saltos, todos sobre una linea recta pero indistintamente hacia la derecha
o hacia la izquierda, como le viene en gana. El primer salto es de 1 cm, el segundo de 2, el tercero de 3y
asi sucesivamente. ¢Puede llegar al sitio del que partié después de 265 saltos?
6-
o . o 1 1 1 1 1 A1
Busca seis numeros impares a, b, ¢, d, e y f que verifiquen —+ — 4+ — 4+ — 4+ — 4+ — =1
a d e f
7. Carmen y sus amigos estan sentados alrededor de una mesa redonda. Observan que cada uno tiene a
su izquierda y a su derecha dos amigos del mismo sexo. Si hay cinco chicos, ¢cuantas chicas hay?
8. Julian tiene 125 monedas de las cuales 62 son falsas y pesan un gramo menos que las auténticas. El peso
de cada moneda es un nimero entero. Julian dispone de una balanza de platillos que indica con total =
precision la diferencia de pesos entre los dos platillos. Julian desea saber si una moneda en concreto es g
verdadera o falsa. ¢{Cual es el minimo nimero de pesadas que debe realizar para conseguirlo? 8'
o
9-

Escribimos en la pizarra los nimeros del 1 al 185. Cada alumno sale a la pizarra, borra dos niumeros y
escribe en su lugar la diferencia entre el mayor y el menor de los nimeros borrados. Se sigue jugando
hasta que solo quede un numero en la pizarra. {Puede ser ese nimero el cero?
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Dentro o fuera

Teorema de Jordan: Una curva cerrada que no se corta a si misma divide al plano en dentro y fuera.

Aunque a veces no es tan facil saber qué es dentro y qué es fuera. {Podrias decir si estos puntos estan

dentro o fuera de las curvas?
=1 '

Para terminar de complicar las cosas, mientras estudiaba esta curva se me derramoé el café. Ayuda-
me a decidir si los puntos estan dentro o fuera.

El juego de las piedras

Dos jugadores juegan a ir cogiendo alternativamente una o dos piedras de un montén de N piedras.
Gana el jugador que, cuando ya no queden piedras en la mesa, tenga en su poder un nimero par de
piedras.

Analiza el juego para distintos valores de N. ¢{Pueden darse empates? ¢{En qué casos habra siempre un
unico ganador?

Para los casos en que no haya empates, ¢qué jugador ganara y cémo debe jugar?
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DEP 2. Principio del palomar

En un cajén hay 3 calcetines blancos, 2 negros y 5 rojos. Sin mirar dentro del cajén, ¢cual es el minimo
numero de calcetines que hay que sacar para estar seguros de que hay dos calcetines del mismo color?

En un club deportivo se practica futbol, hockey o baloncesto. Hay 13 equipos en total. Demuestra que
hay al menos cinco equipos del mismo deporte.

Escribimos doce enteros distintos de dos cifras. Demuestra que siempre podremos elegir dos de ellos
cuya diferencia sea un nimero del tipo aa.

Dividimos un cuadrado en nueve cuadraditos iguales. En cada uno de ellos escribimos 1, -1 6 0. Después
sumamos los tres nimeros que hay en cada fila, los tres de cada columna, y los tres de cada una de las
dos diagonales. Demuestra que entre estas ocho sumas hay dos que tienen el mismo valor.

Pintamos 51 puntos en un cuadrado de 1 metro de lado. Demuestra que hay al menos tres puntos que
pueden taparse con una ficha cuadrada de 20 cm de lado.

En un grupo de cinco personas, al menos dos tienen el mismo nimero de amigos en el grupo. ¢ Es cierto?
Justifica tu repuesta.

Varios equipos de ftitbol participan en un torneo, en el cual cada uno de ellos debe jugar con cada uno
de los restantes exactamente un partido. Demuestra que en cualquier momento del torneo hay dos
equipos que han jugado el mismo niumero de partidos.

A un congreso asisten 201 cientificos de cinco nacionalidades distintas. Se sabe que en cada grupo de
seis, al menos dos tienen la misma edad. Demuestra que habra un grupo de cinco personas de la misma
edad, nacionalidad y sexo.

121

=
o
3
<3
)
e1]




122 Bloque IV. A proponer por el departamento | DEP 2. Principio del palomar | Enunciados

9. Se colocan 33 torres sobre un tablero de ajedrez. Demuestra que siempre habra al menos cinco que no
se ataquen mutuamente.

10. Consideramos seis puntos sobre una circunferencia. Trazamos todos los segmentos que unen dos de los
puntos, coloreandolos en rojo o en azul.

Demuestra que cualquiera que sea la coloracion, siempre se formara un triangulo cuyos lados son los
tres del mismo color.

(Este problema se puede enunciar en otros términos: seis personas asisten a una fiesta. Seguro que hay
al menos tres que se conocen de antes, o tres que no se conocen).

11. Matematilandia tiene sé6lo un aeropuerto, pero tiene quince equipos de futbol, con 11 jugadores cada
uno. Todos ellos tienen que viajar hoy a Madrid, donde se celebra un campeonato, y no han reservado
billete. Salen diez vuelos de Matematilandia a Madrid, y cada uno de ellos tiene 15 plazas libres. El juga-
dor Messiov decide viajar en su avioneta particular. Demuestra que al menos un equipo llegara completo
a Madrid.

12. Demuestra que si elegimos 51 numeros entre los nimeros 1, 2, 3 ,..., 100 siempre habra dos al menos
que sean primos entre si.
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DEP 3. Problemas de generalizacion

Observa la siguiente tabla en la que hemos ido colocando los nimeros siguiendo una espiral:

¢En qué fila quedara colocado el numero 400?

FILA 3 3738|3940 41|42 43

FILA 2 36|17 18| 19 20 | 21| 44

FILA 1 35/16| 5 7 12245

6
FILA O 34115 4 | 1] 8 | 23] 46
FILA -1 33114 3 | 2| 9 |24)] 47

FILA -2 32113 12| 11 10| 25| 48

FILA -3 3130|2928 27|26 49

FILA -4 51| 50

Las siguientes figuras muestran letras (V, W, L y Z) de distinto tamafno construidas siguiendo ciertas
pautas con un nimero entero de puntos. Podemos hablar asi de nimeros V, W, L y Z: por ejemplo, 3,5y

7 son nimeros Vy 5, 9y 13 son nimeros W.

Para cada construccion contesta:

Numeros V
v1 v2 v3
° °
° ° ° )
[ ) o0 L)
° ° °

¢Hay nimeros V con 54 puntos?
¢Y con 23?

Calcula cuantos puntos tiene V.

Numeros W
w1 Wz W3
° ° °
e o o e oo o
) ® o0 o oo oo
) e o ° °

¢Hay nimeros W con 29 puntos?
&Y con 55?

Calcula cuantos puntos tiene W .

Numeros L
I'1 L2 L3
: 2
[ ]
. o oo
LX) (14 oo
(X X X ] PP
eoeoe [ XXX N X}
(XX XYY ]
o0 0000

¢Hay niumeros L con 192 puntos?
¢Y con 2567

Calcula cuantos puntos tiene L .

Numeros Z
Z1 Z2 23
[ X X ] o000 00000
] [ ]
o’ o .o.
cee eteo e%00e

¢Hay numeros Z con 33 puntos?
Y con 46?

Calcula cuantos puntos tiene Z .

a) ¢Cuanto suman los diez primeros nimeros naturales? ¢Y los diez mil primeros nimeros naturales?
Encuentra una formula para la suma de los n primeros nimeros naturales.

b) ¢Cuanto suman los veinte primeros numeros impares? ¢Y los cinco mil primeros nimeros impares?
Encuentra una formula para la suma de los n primeros nimeros impares.
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El 23 de agosto de 2009 fue hallado por un equipo de la Universidad de los Angeles, California (UCLA) el
mayor nimero primo conocido hasta la fecha: 243112609 — 1,

Es un primo de Mersenne, esto es, de la forma 2" - 1 y tiene 12.978.189 digitos. ¢ En qué cifra acaba?

Dos nimeros primos que son impares consecutivos se denominan primos gemelos. Por ejemplo, 11 y
13, 29 y 31 son primos gemelos. La mayor pareja de primos gemelos conocida hasta el momento es

(65516468355 - 2%%%% _ 1, 65516468355 - 2%%%41)

¢Puedes decirnos en qué cifra acaban?

Numeros poligonales
Algunos nimeros estan asociados a poligonos y tienen nombres geométricos:
Aqui tienes representados los numeros triangulares y los niimeros cuadrados, los pentagonales y los hexa-

gonales.
° A & ° I:I E}
T=1 T,=3 T.=6 S = S. =4 S.=9

1 2 3 1 1 2 3

P,=1 P,=5 P,=12 H,=1 H,=6 H,=15

a) Encuentra una férmula para S .

b) Dibuja una estructura que represente el nimero cuadrado S, como suma de dos nimeros triangu-
lares consecutivos. ¢Cuales? ;A qué numero cuadrado esigual T, + T, 2, ¢y T + T _,?

c) Encuentra una férmula para T .

d) Busca una relacion entre los nimeros pentagonales y los triangulares. ¢Sabrias encontrar una for-
mula que nos dé un nimero pentagonal cualquiera?

e) Busca una relacién entre los niimeros hexagonales y los triangulares. ¢Sabrias encontrar una fér-
mula que nos dé un nimero hexagonal cualquiera?

En un bar hay mesitas cuadradas de cuatro plazas. Uniendo tres de ellas en fila pueden sentarse ocho
personas. ¢Cuantas personas pueden sentarse si unimos 20 mesas? ;Cuantas mesas debemos unir

para sentar a 19 personas? ¢Y para sentar a 233? Da una féormula que indique el nimero de mesas nece-
sarias para que se sienten N personas.
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Los triangulos de Sierpinski.

Observa las cuatro figuras que te damos: en la primera, hay un triangulo equilatero rojo. Cada una de las
siguientes se obtiene de la anterior repitiendo cierto proceso.

a) ¢Como se forma la siguiente figura?

b) Si el area de la parte coloreada en el primer triangulo es 1 u?, ;cual es el area de la parte coloreada en

el cuarto triangulo? ¢Y en el decimoprimero?
c) ¢Y el area de la parte blanca?
d) ¢Cuantos triangulos de cada color habra en la figura 1200?

€) Si el perimetro del triangulo grande es 1 u, ¢ cual sera el perimetro de la zona roja en la enésima figura?

Numeros de Fibonacci y patrones con ladrillos

Si queremos construir una pared de dos unidades de alto con ladrillos que miden 2 X 1 unidades, pode-
mos hacerlo de distintas formas segun el largo de la pared. Observa la figura:

Si queremos que sea de longitud 1, solo podemos hacerlo de una forma, si la queremos hacer de longi-
tud 2, tenemos dos opciones, ...

¢Cuantas formas hay de hacer un muro de longitud 4? ;Y 5?
Halla las formas que hay de construirlo para longitudes de 1 a 10.

Observa los numeros que obtienes, {como se forma la sucesion?

Con cubos blancos hacemos construcciones en forma de L y una vez armadas, pintamos de rojo las
caras visibles (las que apoyan en el suelo no son visibles). En la construcciéon 500, ¢cuantas caras pin-
taré?

- it
=y .” =’i'”

B W

Construccién 1 Construccién 2 Construccién 3

=
o
3
<3
)
e1]
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10. El triangulo de Pascal

Observa la siguiente piramide.

a) Escribe las dos filas siguientes

b) ¢ Cuanto suman los numeros de la fila n?

1 Fila 0

1 1 Fila 1

1 2 1 Fila 2

1 3 3 1 Fila 3

1 4 6 4 1 Fila 4

1 5 10 10 5 1 Fila 5
1 6 15 20 15 6 1 Fias

11. Las torres de Hanoi
(Puedes jugar online en http://www.aulademate.com/contentid-99.html)
Obijetivo: llevar los discos de la varilla izquierda a la varilla derecha.
Reglas del juego:
- No se puede desplazar mas de un disco en cada movimiento.
- Un disco sélo se puede apoyar sobre otro de diametro mayor.

Encuentra una regla que relacione el nimero de movimientos necesarios para resolver una torre de n
discos habiendo ya resuelto una torre de n — 1 discos. Para ello comienza estudiando las torres mas
sencillas.

12. Las ranas saltarinas
(Puedes jugar online en http://www.albinoblacksheep.com/flash/frog )
Objetivo: intercambiar la posicién de las ranas.
Reglas del juego:

- Una rana puede saltar al cuadrado contiguo o saltar por encima de otra rana al cuadrado siguiente si
esta libre.

- No se puede saltar por encima de mas de una rana.

- Las ranas sélo pueden avanzar, nunca retroceder.

¢Cuantos movimientos son necesarios con 4 ranas de cada color? ¢Y con 100?




Bloque IV. A proponer por el departamento | DEP 4. Sistemas de numeracion | Enunciados 127

DEP 4. Sistemas de numeracion

A lo largo de la historia el ser humano ha tenido necesidad de contar y de represen-
tar de alguna forma las cantidades que contaba. Para pequefas cantidades podia uti-
lizar marcas en un baston, nudos en una cuerda, etcétera, pero para cantidades gran-
des era preciso utilizar otros métodos mas sofisticados: los sistemas de numeracion.

Todos los sistemas de numeracion utilizan simbolos (puntos, rayas, letras, dibujos, guaris-
mos,...) con distintos valores para representar diferentes cantidades. La diferencia entre unos
sistemas y otros es la forma en la que se utilizan esos simbolos.

Los sistemas de numeracién suelen clasificarse en tres grupos:
Aditivos. Se suman los valores de los simbolos utilizados.
Hibridos. Se combinan el principio aditivo con el multiplicativo.

Posicionales. El valor de los simbolos o cifras depende de su posicion.

Como ejemplos de sistemas aditivos tenemos los sistemas de numeraciéon egipcio, azteca,
romano y los alfabéticos de los griegos. El chino clasico es un ejemplo de sistema hibrido.

Los babilonios y mayas utilizaron sistemas de numeracién posicionales, pero fue la cultura in-
dia, antes del siglo VII, la que desarroll6 el sistema de numeracion tal y como hoy lo conocemos.

Bloque IV

En los sistemas de numeracién posicional se utilizan diferentes bases, siendo la base 10 la que
se utiliza habitualmente. En este sistema decimal se precisan 10 cifras o guarismos: 0, 1, 2, 3, 4,
5,6,7,8y9.

En el sistema binario, de base 2, se utilizan dos cifras: 0 y 1. En el octal, de base 8, se utilizan
8 cifras: 0,1, 2, 3,4, 5,6y 7. En el hexadecimal, de base 16, se utilizan 16 cifras: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,89,A,B,C,D,EyF.

En los sistemas digitales se emplea el sistema binario debido a su sencillez.
Cualquier numero natural escrito en una base k, se puede representar mediante la siguiente

expresion polinémica:
N=ak"+bk"" +..+ fk*+gk'+hk®=(ab..fgh),
Asi, por ejemplo, el nimero 32058 escrito en base 10 es:
32058,,=3-10*+2-10°+0-10?+ 5 - 10 + 8 = 30000 + 2000 + 50 + 8
El nUmero 31014(5 que esta escrito en base 5, es igual a:
31014 5 =3-5' +1-5° +0-5° +1:5' + 4
que escrito en base 10 (nuestra base habitual) seria:

3:625+1-125+0-25+1-5+4=1875+125+5+4 =2009

Siendo k la base del sistema de numeracién, se cumplira que k >1, y las cifras a, b,..., f, g, h
corresponden a los numeros naturales 0, 1, 2,... menores que k.
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1. El sistema de numeracion griego

El primer sistema de numeracion griego se desarroll6é hacia el 600 A.C. Era un sistema de base decimal
que usaba los simbolos de la figura siguiente para representar esas cantidades. Se utilizaban tantas de
ellas como fuera necesario segun el principio de las numeraciones aditivas.

I ™ A P H[M@EA X XM
5 10

1 50 100 500 1000 5000 10000

Para representar la unidad y los nimeros hasta el 4 se usaban trazos verticales. Para el 5, 10, 100 y
1.000 las letras correspondientes a la inicial de la palabra cinco (pente), diez (deka), cien (hekaton) y mil
(khiloi). Por este motivo se llama a este sistema acrofénico. Los simbolos de 50, 500 y 5000 se obtienen
anadiendo el signo de 10, 100 y 1000 al de 5, usando un principio multiplicativo.

Por ejemplo, el nimero 3737 en el sistema de numeracién griego es:

XXX [T HH AAA T

3000 + 500 + 200 + 30 + 5+2 =3737

a) Escribe las siguientes cantidades en el sistema de numeracion griego: 973, 2011, 27 548.

b) Expresa en este sistema de numeracion los anos de los siguientes acontecimientos histoéricos y el
tiempo que transcurrié entre ambos:

El descubrimiento de América y la Revolucion francesa.
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El sistema de numeraciéon romano

Es un sistema aditivo pero que también utiliza una notacion substractiva. Para efectuar sumas y restas
en este sistema es preciso eliminar la notacion substractiva, para agregar (en el caso de la suma) o su-
primir (en el caso de la resta) los simbolos de los operandos. Posteriormente se reducen los simbolos
necesarios y si es preciso se vuelve a utilizar la notacion substractiva.

Asi por ejemplo para efectuar la suma 119 + 44 + 83, es decir, CXIX + XLIV + LXXXIIl se procede de la
siguiente manera:

Paso Descripcion Ejemplo

Eliminar la notacion substractiva. CXIX + XLIV + LXXXII —> CXVII + XXXXIHI + LXXXIII

Concatenar los términos. CXVIXXXXILXXXIH

Ordenar los numerales de mayor a menor. | CLXXXXXXXXVIIIIII

Simplificar el resultado reduciendo simbo-
los.

Anadir notacion substractiva CCXXXXVI —> CCXLVI

CLLXXXVWVI —> CCXXXXVI

Solucion. CCXLVI

Y para efectuar la resta 116 — 24, es decir, CXVI - XXIV, se procede asi:

Paso Descripcion Ejemplo

1 Eliminar la notacion substractiva. CXVI = XXIV —> CXVI - XXIIII

Eliminar los numerales comunes entre los
términos.

Expandir los numerales del primer término
hasta que aparezcan elementos del segun- | GV — XIIl —> LLIII — XIIT —> LXXXXXIHI — Xl
do.

Repetir los pasos 2 y 3 hasta que el segun-
do término quede vacio.

Afiadir notacion substractiva. LXXXXII —> XClI

CXVI — XXIlir —> Cv — Xl

Bloque IV

LXXXXXIH = XN —> LXXXXII

Solucion. XClI

Efectua las siguientes operaciones con nimeros romanos y comprueba después el resultado utilizando
nuestro sistema de numeracién decimal.

a) CDLXXIV + CCCXLVII + CCXCIX
b) CXLIV - LXXXIV

Problemas aparentemente absurdos.

a) La mitad de doce es siete.

b) El doble de 3 es 11.

c) Si 4 +4=12 entonces 3 x5 es igual a...
d) Si 8 x8 =54 entonces 4 x 5 es igual a...
e) Estas dos multiplicaciones son feas:
6x2A7=FEA y T7F5x2=FEA

Estos problemas no son tan absurdos como parecen: resulta que utilizan distintos sistemas de numera-
cién en los que son perfectamente ldgicos.

Averigua en cada uno de ellos el sistema en el que la respuesta tiene sentido.
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Una pareja de novios escribe sus edades una a continuacién de la otra, formando un niimero de 4 cifras
que resulta ser un cuadrado perfecto, k?. Once ainos mas tarde repiten la operacion, en el mismo orden,
y ahora les vuelve a resultar otro nimero de 4 cifras, cuadrado de otro entero once unidades mayor que
el entero k de la vez anterior. { Qué edad tenia cada uno de ellos cuando formaron el nimero k??

El nimero secreto de la nueva tarjeta de crédito de Javier tiene 4 digitos, y esta formado por dos nime-
ros de dos cifras, ordenados de mayor a menor.

Estos son los dos unicos numeros de dos cifras que son iguales a la suma del cuadrado de la cifra de las
decenas y el cubo de la cifra de las unidades.

¢Cual es el nimero secreto de la tarjeta de Javier?

La expresion abc , representa a un numero de tres cifras escrito en base 4. Si se verifica que abc,es el
doble de bca ,, calcula todas las posibilidades de los digitos a, b y ¢ y expresa esos nimeros en la base
decimal.

@

s 2010 enteros se han escrito en base 3. {Cuantos de ellos son capicuas?

El nimero 1089 es tal que si lo multiplicamos por 9 se obtiene el niimero 9801. Observa que ambos nu-
meros tienen los mismos digitos pero su orden esta invertido. Averigua qué nimero de cinco cifras tiene
esta misma propiedad, es decir, que al multiplicarlo por 9 se obtiene un niimero que contiene las mismas
cifras en orden inverso.

Los numeros de la siguiente suma estan escritos en un sistema de numeracion de base n) y cada letra
representa un digito. Letras distintas representan digitos distintos. Determina a qué digito corresponde
cada letra. ¢{Existe alguna base para la que no tenga soluciéon?

Un grupo de alumnos no tiene profesor y, aprovechando el momento, uno de los alumnos escribe en la
pizarra un nimero de 6 cifras. Cuando llega el profesor de guardia, borra la primera cifra de la izquierda
y la escribe al final del nimero, quedando asi un nimero que es el triple del que habia escrito el alum-
no.

¢Qué numero habia escrito el alumno en la pizarra?

Si hubiera mas de una posibilidad calctlalas todas.




