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1) Introduccion:

> Geometria Analitica: si se tienen en cuenta diversos factores como los avances cientificos en
Astronomia, Mecéanica o Navegacion y las necesidades sociales ligadas a nuevos desarrollos industriales
y formas de produccion, no resulta extrano que a principios del s. XVII (albores de la Revolucion
Industrial) apareciese una nueva rama de las Matematicas relacionada con éstos: la Geometria
Analitica (posteriormente lo harian el calculo diferencial e integral).

>Geometria Analitica y Analisis: los conceptos de variable y funcién por si solos no determinan
el nacimiento del Anélisis. Las ideas que se van acumulando durante el s. XVII sobre el concepto de
funcion iran desde las mas simplistas (Napier) hasta los trabajos de Euler, pasando por Newton o
Leibniz y consolidaran al Anélisis como una rama particular y fundamental de las Matematicas (la
definicion actual es del s. XIX y va sufriendo aportes continuamente).

> El primer gran tratado sobre funciones fue la obra de Euler. El las clasificé segiin fueran pares,
impares, univocas, multiformes, ... y, en general, atendiendo a las propiedades que se conservaban
o no después de efectuar una operacion dada. Sin embargo, Euler obvié la idea de funcién como
correspondencia para considerarla como combinacion de operaciones.

> El primer tratado sistematico sobre funciones en Analisis se lo debemos a Lagrange, aunque
éste se restringe solamente a las funciones analiticas (aquellas que admiten un desarrollo como serie
de potencias).

> Pero, a pesar de la utilidad del tratado de Lagrange, la nociéon de funcién continuéd siendo
imprecisa y nuevos problemas aparecieron a lo largo del s. XIX. Gracias a los trabajos de Dirichlet,
Weierstrass o Russell se empezd a concretar la naturaleza de las funciones.

> En la actualidad las funciones se definen dentro de las relaciones entre conjuntos formando
parte de la Teoria de Conjuntos.

> También senalaremos que funciones como “la delta de Dirac”, “la escalera del infierno” o la
funcion caracteristica del conjunto ternario de Cantor se han ido incorporando al concepto de funcién
y que la discusion sobre su naturaleza (que excede el contenido de este tema) han ayudado a concretar
la nocion de funcién que hoy en dia tenemos.



2) Definiciones:

>Definicién: llamamos funcién real de variable real a toda aplicacion f: ACR — R

> De la propia definicion observamos que cada elemento a € A tiene una tnica imagen f(a) € R

>Definicién: llamamos domino de f al conjunto: D(f) = A ={z € Rtq Jy = f(z) € R}

>Definicién: llamamos imagen o recorrido de f al conjunto:
Im(f) = Rec(f) ={y € Rtq Jz € A con f(x) =y}

>>Definicion: llamamos antiimagen de y € R al conjunto f~!(y) = {z € A tq f(x) = y}

> Las funciones reales de variable real las representaremos en R? tomando dos rectas perpendiculares
entre si y unidades de medida sobre cada una de esas rectas. La variable independiente “z” la
representaremos en el eje horizontal o eje de abscisas: X. La variable dependiente y = f(z) en
el eje vertical o eje de ordenadas: Y. De esta forma, la pareja ordenada, (z, f(z)) nos determina
univocamente puntos en el plano.



3) Operaciones con funciones:

> Nota: para esta seccion AN B =D # (), donde A= D(f)yB = D(g)

>Suma de funciones:

> Dadas f: A — R, g: BC— R definimos h=f+¢g: D — R por:

Mx) = (f +9)(x) = f(x) + g(x)

J

> Se define analogo para la diferencia tomando “—¢’

>Producto de funciones:

> Dadas f: A — R, g: B C— R definimos h = (f-g): D — R por:

W) = (f-9)(x) = f(x) - g(x)

>Cociente de funciones:

> Sea D =D — {z € R tq g(z) = 0} y definimos h = (f/g) : D — R por:
()

z)

~

W) = (f/9)(x) = f(x)/g(x) =

Q
—

>Potencia de funciones:

>Sea D =D —{z € Rtq f(z) <0, f(z) = g(x) = 0} y definimos h = (f9) : D — R por:

h(z) = (f)(x) = (f(x))*™

>Interpretacion geométrica de las operaciones con funciones: de las definiciones que hemos hecho
se ve que las operaciones son puntuales (punto a punto) por lo que dadas dos funciones, cuando

operemos con ellas, nos fijaremos en sus valores para © = a € D (o D) y los sumamos, restamos,
multiplicamos,...

>Composicion de funciones:

>>Definiciéon: dadas dos funciones f : A — R, g : B C— R con f(A) C B, llamamos
funcion compuesta de f(x) y g(x) o“f” compuesta con “g” a una nueva funcion que obtenemos aplicando

“g” a las imagenes de “ f”.

go f:A— Rdada por (go f)(z) =g(f(z))



> La composicion de funciones es asociativa, no es conmutativa en general (es decir, no se cumple
siempre la igualdad: (go f)(z) = (fog)(x)) y tiene elemento neutro (la funcion identidad: Id(x) = x).

>Funcién reciproca/inversa:

>>Definicién: dada una funcion f : A — R definimos la funcién reciproca/inversa como f~! :
f(A) — R a la funcién que cumple lo siguiente:

(fof (@) =Tdsy =2 =(f"of)(z) =1da(z) =z

> Para que la definicion tenga sentido “ f” ha de ser inyectiva (es decir f(a) = f(b) «— a = b).
Ademas, si “f” es estrictamente mon6tona, f~! también tiene esa misma monotonia.



4) Estructura algebraica:

>Definiciéon: llamamos F(A,R) al conjunto de todas las funciones reales de variable real cuyo
dominio es A.

>> Con la suma de funciones anteriormente definida, (A, R) es un grupo abeliano, esto es, cumple
las propiedades:

a) Asociativa: (f+¢g)+h=f+(g+h)

b) Conmutativa: f+g=g+ f

c¢) Elemento neutro: f+0=0+ f, donde 0: A — R, 0(z) =0
)

d) Elemento opuesto: f+ (—f)=(—f)+f=0

> Si a F(A,R) le anadimos el producto de funciones, obtenemos un anillo abeliano unitario, es
decir:

a) Asociativa: f(gh) = (fg)h
b) Conmutativa: fg = gf

¢) Elemento neutro: 1-f=f-1=f dondel: A —R, 1(z)=1

> Si a F(A,R) le anadimos la operacion externa “multiplicar por un escalar”, obtenemos un
espacio vectorial sobre R, es decir, Vo, 5 € R,V f,g € F(A,R):

a) a(f+g)=af+ag
b) (a+B)f=af+Bf
c) (aB)f = a(Bf)

d) 1-f=f dondel€eR

> En (F(A,R), @) no tiene por qué existir el inverso siempre. Es més, si 3z € A tal que f(x) = 0,
1

/()

entonces Af~'. En caso de existir: f~!(z) =

> Nota: no confundir esta inversa para el producto con la inversa para la composicion. Por

1
ejemplo: f(x) = o tiene inversa para el producto pero no para la composicion.



5) Caracteristicas de una funcion:

> Nota: podemos estudiar multitud de propiedades de las funciones de variable real, pero no
olvidemos que, se supone, este tema va antes que los del calculo diferencial e integral, por lo que
nuestra aproximacion serd mas basica.

> 1) Acotacion: decimos que “f” esta acotada superiormente (inferiormente) si M € R tal que
flz) < M (f(x) > M) Vx € A. Llamaremos a M cota superior (inferior). A la menor de las cotas
superiores la llamaremos supremo (a la mayor de las cotas inferiores la llamaremos infimo). Si el
supremo (infimo) pertenece a f(A) sera el méximo (minimo) absoluto de la funcién. Diremos que
una funcién estd acotada si AM € R tq |f(z)] < M,Vz € A

>> 2) Curvatura: sean I C R un intervalo y f: I — R. Diremos que “f” es convexa si se verifica:
Ve,ye LVt € [0,1], f(t-x+ (1 —t)-y) <t-f(z)+ (1 —1) fy)

N
M |
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| |
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[a, b]

Geométricamente la funcién queda por debajo del segmento que une f(x) con f(y), Y,y € I.
Una funcion es concava si se da “>" en la desigualdad anterior.

> 3) Maximos y minimos: decimos que la funcion “ f” presenta un méximo (minimo) relativo en “zy”
side > 0 tq Vo €lzg—e, xo+e], f(z) < fxo) (f(x) > f(x0)). Cuando podemos quitar el “c” tenemos
un maximo (minimo) absoluto.

>> 4) Monotonia: hallar la monotonia es buscar los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de una funcién. Decimos que una funcién es estrictamente creciente en zo € A si se cumple que
Je > 0 tq Vh €]0,¢], f(zo — h) < f(xo) < f(xo + h) (anadlogo para estrictamente decreciente:
f(xo—h) > f(zo) > f(xo+ h)). Esto nos dice que en puntos muy cercanos a x, por la izquierda sus
imégenes son menores vy lo opuesto para los puntos situados a su derecha. Si se cumple la igualdad
en alguna de las desigualdades diremos que la funcion es creciente (decreciente) y si se dan ambas,
que “f” es constante en “xy”.

> Equivalentemente, diremos que una funcion es estrictamente creciente en |a, b[<> V1, xo €la, b]
con 1 < xo — f(x1) < f(x2). Anélogo para crecientes y decrecientes. En particular, diremos que
una funcion es estrictamente creciente si se cumple:

f(xo) = flzo —h) flzo+h)— f(xo)

h :
Vh >0 . , .

>0

>> 5) Periodicidad: una funcion “f” es periodica de periodo T cuando Vx € A se tiene que

flx+T) = f(z)




>> 6) Puntos de corte con los ejes:

e Eje X: es obtener los zp € A de manera que f(zo) = 0, {(x0,0)}

e Eje Y: es obtener el punto yy € R tales que f(0) = yo, {(0,40)} (s6lo habra uno como mucho).

>> 7) Signo: determinar el signo de una funcién es hallar para qué valores de la variable sus
imégenes son positivas o negativas. Para ello usaremos los intervalos de continuidad, donde se
mantiene el signo, y los puntos de corte con el eje X.

> 8) Simetrias:

e Decimos que “f” es simétrica respecto al eje Y/es par si se cumple que Vo € A, f(z) = f(—x)

e Decimos que “f” es simétrica respecto al origen/es impar si Vax € A, f(x) = —f(—x)

>> 9) Traslaciones: sea f(z) y consideramos la funcion g(x) = f(z + k), que correspondera a la
grafica de f(x) trasladada horizontalmente k unidades a la izquierda si k > 0 o a la derecha si k& < 0.
Si tratamos g(z) = f(z) + k su grafica es igual a la de f(z) trasladada k unidades verticalmente
hacia arriba si £ > 0 y hacia abajo si k£ < 0



6) Funciones elementales y situaciones en las que aparecen

> Funciones polindmicas de primer grado:

> Una funcion polinémica de primer grado es una recta y = m-x+n donde m € R— {0}, n € R

>Definicién: al valor “m” se lo conoce como la pendiente de la recta e indica el dngulo con el
que incide la recta sobre el eje X (< = arctan(m)).

> Para determinar una recta nos hacen falta dos puntos, un punto y su pendiente, un punto y
su vector director. Debido a nuestra elecciéon de “m” no admitimos rectas paralelas a alguno de los
ejes. Vamos a deducir la ecuacion de la recta a partir de dos puntos.

B

- R

-E 2

r=d +t- U cont € R:Ecuacién vectorial de la recta

r=a;+v,-t

: Ecuacién paramétrica de la recta
y=az+vy-t

r—ap Yy—a s . .
= : Ecuacion implicita/continua de la recta
U1 U2

U2 .. .
y—as =m- (x —a;) con m=—: Ecuacién punto-pendiente de la recta
Ct

y=m-x +n: Ecuacién explicita de la recta

A-x+ B-y+ C =0:Ecuaciéon normal/general de la recta

> Algunas de las situaciones reales donde nos podemos encontrar funciones polinémicas de primer

grado son las siguientes: espacio y tiempo en movimiento uniforme, interés obtenido por un capital
. . . . v ‘
fijo y el tiempo depositado, presion y temperatura de un gas a volumen constante, etc

>D(f)=Im(f) =Ry sim >0 son crecientes y si m < 0 son decrecientes (estrictamente).



> Funciones polindmicas de segundo grado:

> Una funcién polinoémica de segundo grado es una parabola de la forma y = ax? + bx + ¢ donde

a,b,c € R, a # 0. Una parabola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un

punto fijo (foco) y de una recta fija (directriz). Todas las parabolas tienen un eje de simetria paralelo
—b

al eje Y y el punto de interseccion del eje con la pardbola es el vértice de la misma: v = 20
a

> Sia > 0 la pardbola es convexa, tiene sus ramas hacia arriba y su vértice es el minimo de la

funciéon. Si a < 0 es concava, tiene sus ramas hacia abajo y el vértice es su maximo.

> Si A = b® — 4ac > 0 la parabola corta la eje X en dos puntos, que vienen dados por la

_ 2 _
b+ b 4ac' S A

a
doble). Si A < 0 no hay puntos de corte de la pardabola con el eje X (hay dos soluciones complejas
conjugadas).

archiconocida formula xz =

= 0 hay un tnico punto de corte (que es solucion

> Su dominio es todo R y su imagen es [f(v),00[sia >0 (] — o0, f(v)] sia<0). Sia>0es

creciente en [2—, oo[ y decreciente en | — oo, ;—] (si a < 0 ocurre lo contrario).
a a

> La parabola tiene la propiedad de que todos los rayos que lleguen a ella paralelos a su eje se
reflejan pasando por el foco de la misma. Esta propiedad es clave para la construccion de antenas
parabolicas o telescopios reflectores.

Otros ambitos donde aparecen las parabolas son el movimiento uniformemente acelerado o la
energia cinética.

> Funciones racionales. Caso particular: hipérbolas:

P(x)
Q(x)

. Su dominio

> Son aquellas funciones que vienen dadas como cociente de polinomios: y =

es todo R salvo los valores que anulan al denominador.

> Como caso particular vamos a considerar aquellas donde numerador y denominador tienen
grado uno o el numerador tiene grado cero y no son divisibles entre si.

ar +b
cx+d

> Definicién: llamamos hipérbola a toda funciéon de la forma y = con a,b,c,d € R,

c#0y (cx+d){(ax +b)

> Las hipérbolas son el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a
dos puntos fijos (focos) es constante.

k
> En el caso especial de y = — con k € R—{0} obtenemos la funciéon de proporcionalidad inversa.
x



Sus asintotas son los ejes de coordenadas. Estas funciones aparecen en problemas como: longitud de
onda y frecuencia de un sonido, diAmetro de un tubo capilar y altura alcanzada por un liquido, etc.

1
A partir del comportamiento de y = — conseguimos deducir el comportamiento de la hipérbola
x

general.

> Funcién valor absoluto:

> La definimos de la siguiente manera

> Esta funcion es siempre positiva, simétrica con respecto al eje Y, D(f) = R, continua en todo
punto y derivable en todo su dominio salvo z = 0

> Funciones inversas:

De rectas: seay=m -x+n=—y ' = —x— —
m m

De parabolas: no existen de manera global (pues las pardbolas no son inyectivas) pero si en los

—b —b
intervalos | — oo, 2—] y [2—, oo[ donde si lo es. Se despeja de la ecuacion y se obtiene el valor.
a a

De hipérbolas: siempre existen y se calculan sustituyendo.

_ar+b 1 —dx+b

= —
cr+d y cr —a

Y



