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1) Introduccion:

> El nacimiento de la Teoria de Conjuntos en el s.XIX es fruto de los trabajos del matemético aleméan
George Cantor y se produjo paralelamente al desarrollo de las bases de la logica matematica en la
obra de Frege.

Segin Cantor un conjunto es una colecciéon de objetos definidos y separados para la que podemos
decidir si un objeto dado pertenece o no a la colecciéon. Cantor afirma la existencia de conjuntos
infinitos y muestra que un conjunto es infinito si existe una correspondencia biunivoca entre él mismo
y una de sus partes.

Esta idea de la correspondencia biunivoca le sirve para definir la equivalencia entre dos conjuntos:
si dos conjuntos pueden ser puestos en correspondencia biunivoca, entonces decimos que son equivalentes
o equipotentes o que tienen la misma potencia.

> Cantor ilustro sus conceptos de equivalencia y de potencia mediante conjuntos de ntumeros.
Introduce el término numerable para designar a todo conjunto que pueda ponerse en correspondencia
biunivoca con los naturales (o una parte suya).

Para demostrar que Q es numerable ide6 el siguiente esquema de conteo donde cada (a, b) se
relaciona con § y después se introduce N en los enteros haciendo f : N+ Z definida por
{ pares — positivos; impares — 0 + negativos }
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> Pero no todos los conjuntos infinitos tienen la misma potencia y, por consiguiente, no todos
son numerable. R no lo es y asociada a su potencia tenemos la Hipotesis del Continuo, que pregunta
sobre si hay algtin cardinal entre el card(N) y el card(R) (que sera verdadera o falsa segiin los axiomas
con los que se trabaje).

> En la época que se difundia la Teoria de Conjuntos algunos matemaéticos atacaron duramente
esta concepcion de las Matematicas. En esta época surgieron tres grandes corrientes filosoficas en
cuanto a la concepciéon y los fundamentos de las Matemaéticas y, aunque no todos los matematicos
se pueden englobar en una de ellas, si hubo/hay muchos partidarios de cada una. Cada una de las
corrientes se asocia a una escuela de pensamiento:

a) La escuela logistica
b) La escuela formalista

c¢) La escuela intuicionista

> Su importancia radica no tanto en saber como son sino que las contribuciones que han aportado
a las Matematicas, tanto a nivel conceptual como en el de contenido, han sido muy numerosas e
importantes.



2) Algebras de Boole:

> Sea un conjunto A y consideremos un conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de Ay
lo llamaremos “partes de A7 Z(A). En Z(A) definimos dos operaciones, la union y al interseccion
de subconjuntos de A.

> Definicién: llamamos unién de B y C, B U (), al siguiente conjunto:

BUC={zxe€eA:x€Boxe(C}

> Definicién: llamamos interseccion de By C';, BN C, al siguiente conjunto:

BuC={xe€eA:zeByxeC}

> Propiedades:

1) Idempotencia: VB € #(A), BUB=B=BNB

2) Asociativa: VB, C, D € #(A), BU(CUD)=(BUC)UDy BNn(CNnD)=(BNC)ND
3) Conmutativa: VB, C € Z(A), BUC=CUByBNC=CNB

4) De simplificacion: VB, C € Z(A), BU(BNC)=By BN(BUuC)=18

> Definicién: llamamos reticulo algebraico a un conjunto con dos operaciones cumpliendo las
cuatro propiedades anteriores.

> Asi pues, (Z(A), U, N) es un reticulo. La unién tiene elemento neutro pues VB € F(A),
BU() = B y tiene un elemento maximo: BU A = A. La interseccion tiene como elemento neutro a
A pues AN B = B y un elemento minimo: AN{ = (.

> Definicién: diremos que B estd incluido en C', B C C, si se cumple que Vx € B, x € C.

> Definicién: una relacion binaria R, definida en un conjunto A se dice que es de orden si es:
a) Reflexiva: VB € A, BRB
b) Antisimétrica: VB,C € A, si BRCy CRB - B=C

c¢) Transitiva: VB,C,D € A, si BRC 'y CRD — BRD



> Si R es una relacion de orden en A, diremos que A esta ordenado.

> Definicién: diremos que le orden de A es total si Va,b € A o aRb o bRa.

La relacion de inclusion en &?(A) es una relacion de orden, pero no es un orden total en general.
> Teorema: un orden en &?(A) es total <= A tiene menos de dos elementos.

> Dado el conjunto &?(A) con el orden “inclusion”, se verifican las siguientes propiedades:

1) BCcBUC,CcBUC,BNnCcCB,C
2)SiBcDyCcD=BUCCD.SiDbcByDcC=DcBnC

3) Se cumple la llamada propiedad distributiva de la unién respecto de la interseccion (y viceversa):

e BU(CND)=(BUuC)N(BUD,)
e BN(CUD)=(BNC)U(BND,)

> Definicién: dado el conjunto A reticulo algebraico donde se cumplen las dos distributivas,
diremos que A es un reticulo algebraico.

> Definicién: llamamos complementario de B, B, al conjunto: B = {z € A: z ¢ B}

> Propiedades:

1) BUB=A BNB=0,B=2B

)
2) A=0y 0=
3) BCD=DCB
4) Leyes de Morgan:
e BUC=BnC
e BNC=BUC

> Definicién: si existe una funcion f : A +— A de manera que VB € A, f(B) = B, hablaremos
de un reticulo complementario.

>> Definicién: llamamos Algebra de Boole a un reticulo distributivo y complementario.
Por ejemplo, (Z(A), U, N, f) es un Algebra de Boole.




3) Otras Operaciones:

> Diferencia de conjuntos:

> Definicién: llamaremos diferencia de A y B al conjunto:

A—-B={reAyx¢ B}

> Propiedades:

1) A-B=ANB
2) A-B=B-A
3) A-B=AUB
4) A-—(BUC)=(A-B)n(A-C)
5) A= (BNC)=(A-B)U(A-C)

> Diferencia simétrica:

> Definicién: llamaremos diferencia simétrica (o suma booleana) de A y B al conjunto

AAB=A+B=(A-B)U(B- A)

> Propiedades:
1) Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C
2) Conmutativa: A+ B =B+ A
3) Elemento neutro: () pues B + () = B
)

4) Elemento simétrico: B pues B+ B = ()

> Producto de conjuntos:

> Definicién: dados “n” objetos matematicos x;/j = 1,...,n, llamamos n-upla a un nuevo
objeto de la forma (xq,. .. xn) donde dos objetos seran dlstmtos si algt’m elemento esta cambiado de
orden. Para n = 2 son pares, = 3 ternas, etc.

> Definicion: sean A y B dos conjuntos cualesquiera, llamaremos producto cartesiano de ambos
al conjunto de los pares de elementos de la forma:

AxB={(Ab):ac Aybe B}

> Propiedades:
1) Sean A’ C Ay B’ C B, entonces A’ x B’ C A x By el reciproco es cierto si A’, B’ # ()

2) Dado (z, y) € A x B, x es la “primera proyeccion” o “proyeccion sobre A”. Analogo para y y
B.

3) El producto cartesiano es distributivo respecto a la unioén, interseccion y la diferencia de
conjuntos.



4) Relaciones. Aplicaciones:

> Definicién: sean A y B conjuntos. Llamaremos relaciéon entre elementos de A y B a un
subconjunto de su producto cartesiano. Al elemento (a, b) lo notaremos por aRb o a ~ by lo
leemos “a esté relacionado con b”.

> Definicidén: decimos que la relaciéon R es binaria si es un subconjunto de A x A.

>> Definicion: llamamos grafo de la relacion binaria a: G = {(x, y) € A x A: xRy}

> Definicion: en el caso de G = A x A se hablara de relacién total.

>> Propiedades (posibles) de una relaciéon binaria:

1) Reflexiva: Vx € A, x ~

2) Antirreflexiva: Vx € A, z A x

3) Simétrica: Ve, y € A, sizc~y=—y~ux

4) Antisimétrica: Ve, y € A,siz~yey~r=—x =y

5) Transitiva: siz ~yey~z=— xr ~2

)
)
)
)
)
)

6) Conexa: Vx, y € A o bien x ~ y o bien y ~ z

> Definicion: dado A # (). una relaciéon binaria R en A diremos que es de equivalencia si cumple
las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

> Vo € A consideramos todos los elementos que estan relacionados con él. Notaremos por
] = {y € A : xRy} y lo llamaremos clase de equivalencia definida por z. Al elemento z lo
llamaremos representante de la clase.

> Definicion: llamaremos conjunto cociente A/R = { [z] }

> Proposicién: A/R es una particion de A, es decir: A = U [z] y [z] N [y] # 0 = [z] = [y]
z€EA

> Definicion:dado A # (). una relaciéon binaria R en A diremos que es de orden si cumple las
propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.



> Si s6lo cumple las propiedades reflexiva y transitiva hablaremos de preorden. Si una relacién
de orden cumple. ademas, la propiedad conexa se llama de orden total. Si en R cambia reflexiva por
antirreflexiva decimos que el es un orden estricto. Si R es una relacion de orden la notaremos por
“<” Al par (4, <) lo llamaremos conjunto ordenado. Para representar graficamente una relacion
de orden se utilizan los diagramas de Hesse. Podemos tener un orden en A que no sea total, pero
podemos encontrar un subconjunto de A donde la relacion de orden inducida si sea un orden total;
a este subconjunto lo llamaremos cadena.

> Definicion: dado (A, <) decimos que esta bien ordenado (o que el orden es un buen orden)
si cualquier subconjunto suyo no vacio posee un primer elemento.

> Teorema: buen orden = orden total (<~)

> Definicién: dados A y B llamamos correspondencia “ f” entre A y B a un subconjunto de su
producto cartesiano A x B.

> Definicién: dos elementos a y b son homologos cuando pertenecen al subconjunto de A x B.
Escribiremos f(a) = b. Al elemento “a” lo llamaremos original de “b” y a éste imagen de “a”. Al
subconjunto de A formado por los originales lo llamaremos conjunto original. Para B, lo llamaremos
conjunto imagen. Llamamos correspondencia inversa de “f” al subconjunto de B x A formado por

los pares (b, a).

> Tipos de correspondencias:

a) Sobreyectiva / Suprayectiva / Exhaustiva: el conjunto imagen coincide con el conjunto final
(B).

b) Correspondencia “en”: el conjunto imagen es un subconjunto propio del conjunto final.

c¢) Aplicacion: es una correspondencia cumpliendo dos condiciones:

1) El conjunto original coincide con el conjunto inicial (A).

2) Todo elemento tiene una sola imagen.

> Definicién: dadas dos aplicaciones f : A+ By g: B+~ C de manera que el conjunto imagen
de “ f” es el conjunto inicial de “g”, llamaremos composicion de ambas aplicaciones a aquella definida

como: go f: A C, (go f)(z) =g(f(z))




5) Estructuras Algebraicas:

> Definicién: sea un conjunto A, llamaremos operacion interna o ley de composicion interna a toda
aplicacion de A x A en A. La notaremos por % y lo expresaremos asi: (A, x). Una operacion puede
ser asociativa, conmutativa, tener elemento neutro, simétrico, etc.

> Estructuras algebraicas con una operacién interna:

>> Definiciéon: un conjunto donde se ha definido (al menos) una operacion interna se llama
estructura algebraica.

> Definicién: al par (A, x) lo llamaremos grupoide.

> Definicidn: si (A, ) es tal que cumple la propiedad asociativa, se llamara semigrupo.

> Definicién: si (A, x) es un semigrupo con elemento neutro, se llamara monoide.

> Definicién: si (A, ) es un monoide con la propiedad de elemento simétrico, se llamara grupo.

> Propiedades: sea el (G, ) grupo, entonces se cumple:

1) G # 0 pues e € G.

3

2) El neutro y el simétrico de cada elemento de G son tnicos.
) Va, b € G, las ecuaciones a x x = b 0 bien z *x a = b tienen solucion tnica en G.

4) Ya, b, c€ G,siaxb=axc = b=cobienbxa=cxa = b= c (leyes de simplificacién).

— —

5) Sea Ya € G su simétrico a, entonces: a = a; (axb) = b* a; (a”) = (a)"

> Definicién: decimos que (H, *) es un subgrupo de (G, ) cuando es un grupo con la restriccion
de xa H. ({e}, ) y (G, %) son los subgrupos impropios. El resto, de existir, son subgrupos propios.

> Teorema: (H, ) subgrupo de (G, x) <= H # 0y Vz,ye H,zxy € H



> Estructuras algebraicas con dos operaciones internas: sea un conjunto A con dos operaciones
internas que notaremos por (+) y (+).

>> Definicién: decimos que (A, +, -) tiene estructura de anillo si cumple:
1) (A, +) es grupo abeliano.
2) (A, -) es semigrupo.

3) La segunda operacion es distributiva con respecto a la primera.

> Decimos que el anillo es abeliano si (A, -) lo es. Decimos que es unitario si (A, -) tiene elemento
neutro.

>> Propiedades: sean (A, +, -) un anillo, “0” el neutro de (A, +), “1” el de (A, ) y “—a” el
simétrico de a.

1) Vaec A, a-0=0-a=0

2) Vac A, (-1)-a=a-(-1)=—a
3) Va,be A, a-(=b) =(—a)-b=—(a-b)
4) Ya,be A, (—a)-(=b)=a-b

> Definicién: sea (A, +, ) un anillo, decimos que a € A es un divisor de cero por la izquierda
(/derecha/ambos lados) si b€ A — {0} tqa-b=0(b-a=0/a-b=0b-a=0)

> Llamamos anillo de integridad a todo anillo sin divisores de cero. Llamamos dominio de integridad
a un anillo de integridad, unitario y abeliano.

> Definicién: sea (A, +, ) un anillo, decimos que a € A es nilpotente cuando In € N:a" =0

> Definiciéon: decimos que B C A es subanillo cuando B con las operaciones inducidas de A
sea una anillo.

> Teorema: (B, +, -) subanillo de (A, +, ) <= B#0yVx,e Bjr—y€ Byux-y€ B.

> Definicién: dado (K, +, -), decimos que es un cuerpo si se cumple:
1) (K, +) es grupo abeliano.
2) (K —{0}, -) es grupo.

3) La segunda operacion es distributiva con respecto a la primera.



> Propiedades:
1) Todos los elementos del cuerpo, salvo el cero, tienen simétrico para ambas operaciones.

2) Todo cuerpo conmutativo es un dominio de integridad.

> Definicién: decimos que K’ C K es subcuerpo cuando K’ con las operaciones inducidas de K
sea una anillo. Todo subcuerpo de K distinto de “K” se denomina propio.

> Definicién: (K, +, ) es un cuerpo primo si no contiene subcuerpos propios.

>> Teorema: (K', +, ) es subcuerpo de (K, +, -) <= (K’, 4+) y (K’ — {0}, -) son subgrupos de
(K, +, ).

> Estructuras algebraicas con una operaciéon interna y otra externa:

> Definicién: dados dos conjuntos A y B, llamamos operacién externa por la izquierda definida
en B a toda aplicaciéon de A x B en B. Si fuese B x A — B seria operacion externa por la derecha.
El conjunto A es llamado dominio de operadores.

> Definicion: sean (A, +, -) anillo unitario, (B, +) grupo abeliano y consideramos la aplicacion
f:Ax B~ f((\ b)) = Axb cumpliendo:
1) VA€ A, Vb, de B, Ax(b+d) =Axb+ A*d
2) VA, e AVbe B, ( A+ [B)*xb=A*xb+[Fxb
) VN, BeANVbE B, (A-B)xb=A*(xb)
4) Vbe B, 1xb=1b

En estas condiciones, la terna (B, +, operacion externa) es un modulo izquierda sobre A (igualmente
modulo derecha y si A es conmutativo, simplemente modulo).

> Definicién: un subconjunto no vacio de un médulo sera un submoédulo cuando con las mismas
operaciones del modulo tenga dicha estructura.

> Definicién: si en la estructura de moédulo exigimos que el dominio de operadores sea un
cuerpo, entonces la estructura algebraica resultante es un espacio vectorial.

> Notemos que aqui estan presentes cuatro operaciones distintas: tres internas y una externa.
Por un lado tenemos las dos internas del cuerpo de operadores, la propia de (B, +) y la externa entre
el grupo y el cuerpo. Si el cuerpo no es conmutativo operamos a izquierda y derecha para hablar de
espacio vectorial por la izquierda o por la derecha. Para referirnos al cuerpo, usamos la expresion
K-espacio vectorial.



> Propiedades: llamemos (V,4) al grupo abeliano.

1) VbeV, 0%b= 0 donde U es el neutro de (V,+)
NVAEK A0 =0

3) SiAxb= 0 obien A=0o0 bien b= 0

HVYANeK, VbeV, (=) xb=—(A*Db)

5) SIA#0,Vb,d €V : Axb= \xd, entonces b =d

6) SiV)\,5€K,Vb€V—{6>}:)\*b:ﬁ*b,entonces)\zﬁ

7) Como (V, +) es un grupo abeliano, a + x = b siempre tiene solucién en (V, +)

> Definicién: una K-dlgebra es un K-espacio vectorial en el que hay definida una relacion
interna que es bilineal, asociativa y unitaria.



