Unidad 8 Integrales

CONSOLIDACION
Ficha Integracioén por partes
1. a) /= I3xcos(2x—1)dx. Si se toma:
f(x)=3x = f'(x)=3
g'(x)=cos(2x-1)= g(x) = Icos(2x —-1)dx = %sen(Zx -1) =
I = 3x%sen(2x -1)- I%sen(Zx —-1)dx = 37)(sen(2x -1) +%cos(2x -1)+C
b) /= Ixsen(1—5x)dx . Si se toma:

f(x)=x = f'(x) =1
g'(x)=sen(1-5x) = g(x) = Isen(1 -5x)dx = %003(1 —5x)[

xcos(1-5x) 1

I =Xcos(1- 5x)——_[cos(1 5x)dx = +—sen(1-5x)+C
5 25

5
X
c) /= J.Ecos(Zx)dx
X L pix) =
f(x)—5:>f(x)—2 1 .
g'(x)=cos(2x) = g(x) = Icos(2x)dx = Esen(Zx)

xsen(2x) 1

| = sen(2x)——Isen(2x)dx = +§cos(2x)+C

x1
22

d) /= J‘er”*f’dx . Si se toma:

f(X)=2X:>f'(X)=2 1 I_2 3x-5 2 3x—5d 2X 3x-5 _ 2 3x-5 C
g'(x)=esx’5 = g(X): J‘esx’5dx =593x—5 =1 = x.ge _j‘ge X = 3 —e —e +
5x—1
e) I—ISxe 2 dx
f(x)= 5X:>f(X) 5 5x-1 Sx1 4 5xd
o ot 2 = =2x- 262 26 2 dx=2xe 2 ——e 2 +C
g'(x)=e =9g(x)= Je dx—5e 5

f) /- I _2xe? *dx

f(x) = —2x = f'(x) =

g'(x) = e+ :>g(x): e2%dx = —e? X}zl——2xe2 x J.Ze2 *dx = 2xe** +2e** +C

g) /= I(x+1)|nxdx

f(x):lnx:>f‘(x):l

2
X :Iz(x2+x)lnx—j(x2+x)'ldx=(x2+x)lnx—x——x+C
g'(x):x+1:g(x):j(x+1)dx:x2+x X 2
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h) /= Ixarctgxdx
' 1
f(x)=arctgx = f'(x) = —— o .
T+x, 3/:—arctgx—j—.
g'(x):x:>g(x):J.xdx:7 2 2

1

X2 +1

La segunda integral se calcula haciendo previamente la division:

2
X—dx:j(1— L )dx:x—arctgx+C
1+ x2 1+ x2

2
/ :X—arctgx—1+larctgx+c
2 2 2

i) /= J‘xln(x2 +1)dx

FOO =In(x? +1) = F1(x) = -2

2 2
Xg T = 1=l - [ 2
g'(x):x:g(x):.[xdx:7 2 2

2
2x dx = X in(x? +‘I)—l

La segunda integral se calcula haciendo previamente la division:

3
J‘idx:‘[(Zx— 2x )dx=x2—ln(x2+1)+C
1+ x2 1+ x2

2 2
I=X—In(x2+1)—x—+lln|x2+1|+C
2 2 2

2. a) I:Ixzcos(Zx—1)xdx

f(x)=x*=f"(x)=2x

g'(x)=cos(2x-1) = g(x) = jcos(2x—1)dx = %sen(Zx—ﬂ

La segunda integral se vuelve a calcular por partes:
f(x)=x=f'(x)=1
g'(x)=sen(2x-1) = g(x) = Isen(Zx -1dx = —%cos(Zx -1)

sten(Zx -1 dx = —gcos(Zx—ﬂ +%Icos(2x—1)dx = —gcos(Zx—D +%sen(2x -1

x? X 1
| = ?sen(Zx—1)+Ecos(2x—1)—zsen(2x—1)+C

b) /= J.xzesx*sdx

f(x)=x?=f'(x)=2x 1 2
g'(x) =¥ = g(x) = J.esxfsdx _ leaxfs == §X263X_5 —EJX63X'5dX
3

Se aplica de nuevo la integracion por partes:

fx)=x=f'(x)=1

g9'(x)=e¥*°=g(x)= Ie3x’5 dx = %e
1

| = lx263x—5 _ g(_ XeSx—S _ lGSX—SJ — lXZeBX—S _ gxeSX—S + ieSX—S +C
3 33 9 3 9 27
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3x-5 [ = ~|AX63X‘5 dx = lxe“‘5 - lJ-e“‘*"dx 1 x5 — 1
3 3 3

2 2
dx = X—arctgx —lIX—dx
2 2J1+x?

3
2x dx+C

x2 +1 2 2J x2+1

2
}: / :X?sen(Zx—1)—jxsen(2x—1)dx

eSx—S

9
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c)

d)

f)
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f(x)=2x>-1=f'(x) =4x

_ 2 _
I= I(Zx 1)cos xdx = g'(x) =cosx = g(x) = Icosxdx =senx

} = [ =(2x? —1)senx—j4xsenxdx

La segunda integral se vuelve a calcular por partes:

f(x)=4x=f'(x)=4

g’(X)=SenX:>g(x):Jsenxdx:—cosx}:>I4xsenXdXZ —4xcosx+‘[4cosxdx:—4xcosx+4senx

I =(2x?*—1)senx + 4xcosx —4sen x+C

f(x)=x2=f'(x)=2x }

I= Ixzsen(1—5x)dx = g'(x) =sen(1-5x) = g(x) = | sen(1-5x)dx = lcos(1—5x)
5

x?2 2
| = ?cos(‘l —5x) —gjxcos(‘l -5x)dx

La ultima integral se vuelve a calcular por partes:
f(x)=x=f'"(x)=1
g'(x) =cos(1-5x) = g(x) = J.cos(1 -5x)dx = —%sen(1 —-5x)

Ixcos(1—5x)dx = —M+ljsen (1-5x)dx = —M+icos(1—5x)
5 5 5 25
2 p—
1 =X cos(1-5x) + 2xsen (1-5x) _ 2 cos(1-5x)+C
5 25 25
\ f(x)=x%=f"(x)=3x?
I= ,[X sen(2x)dx = g'(x)=sen(2x) = g(x) = jsen(2x)dx = _%cos(Zx) =

x3 31,
| = —?cos(2x)+EJ‘x cos(2x)dx

La ultima integral se vuelve a calcular por partes:
f(x)=x2=f"'(x)=2x

1 x?sen(2x)
g'(x) =cos(2x) = g(x) = Icos(zx)dx = Esen(Zx)

} = ‘[xz cos(2x)dx = - Ixsen(Zx)dx

2
3x"sen(2x) sen(2x) —%J.xsen(Zx)dx. Y nuevamente, la ultima integral se hace por partes:

3
| = —X?COS(ZX)+

f(x)=x=f'(x)=1

xcos(2x) 1
g9'(x) =sen(2x) = g(x) = Isen(2x)dx = _%cos(Zx)} = J.xsen(2x)dx T senx +§J.COS(2X)dX
3 2
[ —X?cos(2x)+ 3x STQX) N 3xco:(2x) %sen(Zx) LC

f(x)=x*-1=f'(x)=2x

_ 2 2-x
| = I(X 1)6 dx = g'(X) _ 627)( — g(X) — J.eZ—de — _eZ—x

} =1=-(x2-1e**+ 2jxe“dx
Se aplica de nuevo la integracion por partes:
fxX)=x=f'(x)=1

2-x _ _wyp2-x 2-x _ 2-X _ p2-x
g'(x)= e = g(x) = e“dx:—e“}:jxe dx = —xe +Ie dx = —xe e

| =—(x*-1)e?* —2xe®>* —2e** +C
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3. a)l= Ix3 cos(1-x?)dx..

Aplicando el método por partes:
f(x)=x*> = f'(x)=2x
g'(x)=xcos(1-x?) = g(x) = jxcos(1 - x?)dx = —%sen(1 - x?)

2 2 2 2 2
X sen(1-x )+Ixsen(1—x2)dx:—x sen(1-x )+cos(1 X )+

C
2 2 2

f(x)=x*=f'(x)=2x

g'(x)=xe* = g(x) = J.xexzdx = %exz

2,x? 2 %% x?
b) I:Ix3exzdx: }:I:XS —J‘xexzdx:X;e & c

2
X331 10 5 s f(x)=x*>=f'"(x)=2x
C) | =I 3 dx = EJ.X e dx = g,(X) _ Xe3"2’1 - g(X) _ J‘X63X271dx _ %63)(271
| = X—263XL1 _lj‘xeadeX :X_zest _iest +C
6 3 6 18
f(x) = x* = f'(x) = 3x?
_ |5 _Ey3
d) I—Ix sen(-5x )dx:g'(x):xzsen(—5X3):g(x)=J.xzsen(—5x3)dx=%cos(—5x3) =

3 3
I =X cos(-5x?) —lj.xz cos(-5x%)dx :X—cos(—5x3)+isen(—5x3) +C
15 5 15 75
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Unidad 8 Integrales

Ficha Integracién por cambio de variable

100

1. a) /= [(Bx-20(3x* ~2x¢) " ox.

t=3x*—2x* = dt =(12x® - 4x) dx = (6x® —2x) dx =%dt

101
= lJ.t“’Odt LB o=t (axt-20)sc
2 2101~ 202

2_2x
b I:IX—dx
) (x~"—3x2—1)7

t=x3-3x2-1=dt =(3x2-6x)dx = (x2 - 2x)dx = %dt

1
18(x* ~3x2 1)’

6
l=ljt*7dt=lL+C= +C
3 3.6

c)I:I 2X=3 __ x. Se hace el cambio: ¢ = x2~3x +7 = dt = (2x—3)dx

VX2 -3x+7
1 1
/:It'Edt:—2t5+c — 2x?-3x+7+C
COS(\/ZX—1) 1
——  ‘dx.Sisehace: t=v2x-1=dt =
N2x -1 V2x -1
I:Icostdt =sent+C =senV2x-1+C

d) /= dx

e) Ie‘5x cos(e™)dx . Si se hace el cambio: t = e = dt = -5 >dx = e >dx = _%
1 1 1 B
I = ——J‘costdt =——sent+C=-—sen(e®™)+C
f) 1= Je“ cos(2e* - 3)dx . Si se hace el cambio: t = 2% -3 = dt = 6e™dx = e>dx = %dt

| = %Icostdt = %sent+C =sen(2e*™ -3)+C

g) /= J'zxzezfxsdx. Si se hace el cambio f = 2 — x3 = dt = —3x2dx = dt = x2dx = —%dt

I = _2 e'dt = —Ee' +C= —gezf"3 +C
3 3
3
h) /= Iln (2X)dx . Si se hace el cambio t =In(2x) = dt =ldx
X X

4 4
I=Jt3dt:L+C:|n (2X)+C

4 4
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JIx
1++/x

/= szr:zj'
1+t

2, a) /= dx . Haciendo el cambio indicado: t =x = 2 = x = 2tdt = dx

2
1t tdt=2.[(t—1+1it)dt=t2—2t+2ln(1+t)=x—2&+2|n(1+&)+c:b)
+ +

| = J.1£dx. Haciendo el cambio indicado: t = \/; = t? = x = 2tdt = dx
+Xx

2
/:I t 2tdt:ZI t dt:ZI(1— L )dt:2t—2arctgt+c=2\/}—2arctg&+c
1+ ¢t2 1+ 12 1+ ¢t2

e” . ; X o
3. I= J.de. Haciendo el cambio t = e* = dt = e*dx
| = J.L =arcsen t+C =arcsene* +C
RN N
X . .
4. | :J. dx . Haciendo el cambio t =3x -1 = > = x — 1= 3t%dt = dx
3x -1
3 2 5 2 3 _ 5 3 _ 2
/:J'—(t 13t dt:.[(3t4+3t)dtzsi+3i+cz3‘/(x LA, (EES
t 5 2 5 2
5. I= L(?’X)dx . Haciendo el cambio: t = cos(3x) = dt = —3sen(3x)dx = sen(3x)dx = —1dt
1+ cos?(3x) 3
I = ! Ldt = arctgt + C = arctg(cos(3x)) + C

31+
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Ficha Aplicacion practica de Ia regla de Barrow

o3 4 2 3
1. a) (x3—3x2+x—1)dx=x——x3+x——x} =(§—27+
0

Jo 4 2

5 X 5 5

5

J2

1
o1 5 3/y5
oy |3t -2t 2 o -2 S _é} (2.85)(2-845). 2
-1 X 4

c) (xz—sm)dx=(§—2 (x—1)3ﬂz:(%—16j (§—2)225

3

2 3 2 P
d | (XZ—SeX)dxz(X__;geXH :[§_3ezj_(_1_§jzw
4 3 i 3 3 e e

2x-3 5
e) J'—dx 2Jx? —3x+1) = 211-2
Vx?2=3x+1 ?

X2

2
f) —dx=[7+3x+lnxﬂ =(2+6+In2) - (2+3+In1)—§+ln2
1

g)J‘ (x—2Jx +2In(14Vx)) ] = (9-6+2In4)—(1-2+2In2)4 +In4

2
h) I 3xe*2dx = -
» 4 16 4 16

i J-Sm(x 3) . Inz(x—3)T_In25_ln21_In25
2 L 2 2 2

2. Puntosdecorte: x=0, x=4 Posicién curva: f(x)

16 32

A= J' (x? +4x)dx+I (x* + 4x)dx =+ == =16 u2

3. Puntosdecorte: x=0,.x=1

Posicion curva: En [0,1], f(x) <0, mientras que en [12],

A= ‘_r(x—&)dﬁr(x_&)d B _(X_z_ Zﬁﬂ; +(

0 1 2 3
R R R !

4. Puntosdecorte:x=-1,x=0, x=1

3xe* 2 3e4x-2}2 _(696 Sej ( 36 3e-6)_21e12+15
-1

4 16 16€°

>0

f(x)=0
X2 2@)}2 _

2 3

Posicién curva: En [-2-1]U[0,1] f(x) >0, mientras que en [-10], f(x) <

4

0
1 0 1 xt x2\]! xt x2\P 2T
A:J (—x3+x)dx—J‘ (—x3+x)dx+j (—x3+x)dx:(——+—ﬂ —(——+—ﬂ +(——+—ﬂ =
-2 -1 0 4 2 -2 4 2 1 4 2 0
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Unidad 8 Integrales

Ficha: Areas de recintos planos
1. Puntos de corte: x =1, x=4. Posicién curvas: g por encima de f

. 4 3 4
Area: I (—2x2+10x-8)dx=(—2%+5x2—8xﬂ =(—%+80—32)—(—§+5—8)=9 u?
1

1

2. Puntosdecorte: x=-2,x=0, . x=2
Posicion curvas: En [-2,0], f(x)>g(x), mientras que en [0,2], g(x) >f(x)

2

i 0 2 x* ’ x* 2
Area: _[ (x3—4x)dx+j (—x3+4x)dX=(——2x2ﬂ +(——+2x2ﬂ =(0-(-4))+(-4+8)=8u
-2 0 4 - 4

0

3. Puntos de corte: x =0, x=4. Posicién curvas: g por encima de f

4 4
Area: j (2\/;—x)dx=[4\/;_x_2ﬂ _32 g 8 p
0 0

3 2 3 3

4. Puntosdecorte:x=-1,x=1,x=4
Posicion curvas: En [-11], f(x) > g(x), mientras que en [14], g(x)>f(x)

, 1 4 X x* X2 ! X X2 4
Area J. (x3—4x2—x+4)dX+J. (—x3+4x2+x—4)dx=(7—4?—7+4xﬂ +(——+4—+?—4Xﬂ =
-1 1 -1 1

:(1—i—1+4j—(1+i—1—4j+(—64+@+8—16j—(—1+i+1—4j:@ u?
4 3 2 3 4 3 2 12

5. Puntos de corte: x=-2, x=2. Posicion curvas: f por encima de g

. 2 2 3 2
Area: I ( 15 —x2+1jdx:ZI ( 15 —x2+1)dx=2(15arctgx—x—+xﬂ =2(15arct92—§+2j u’
2\ x%+1 o \x2+1 3 0 3

6. Puntosdecorte: x=0, x=2.

2 2 2
Area: idx:(_wﬂ =—%+1: e’ -3 2
o e e o e e
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PROFUNDIZACION

Ficha: Integrales ciclicas

1. a) /=Jsen(2x) e> dx . Si se toma:
f(x) = sen(2x) = f'(x) = 2cos(2x)
g'x)=e¥*=g(x)= IeSXdX = %e3x =
1 3X 1 3x 1 3x 2 3x
/=§e sen(2x)—J.§e 2cos(2x) dx:ge sen(2x)—§Ie cos(2x) dx

b) Sise toma:
f(x) =cos(2x) = f'(x) = —2sen(2x)
, 1 =
g'(x)=e*=g(x)= j‘e“dx = §e3x

Je“ cos(2x)e* dx = %e“ cos(2x) + %Je“sen(zx)dx
c) Aparece, de nuevo, la integral inicial que se solicita resolver.

d) Ie“ sen(2x)dx = %e“sen(zx) —%J.e“ cos2xdx = %e”sen(zx) —%{%6“ cos(2x)+§.|.e“sen(2x) dx} =
1 3x 2 3x 4 3x
=§e sen(2x)—§e cos(2x)—§J.e sen(2x) dx

1 2 4
Es decir: | =—e*sen —-Z—e*cos ——
3 (2x) 9 (2x) 5

1 2 4 4 1 2
e) | =—e*sen —Ze*cos ——I=l+—]=—e%sen -=e*cos =
) 3 (2x) 5 (2x) 5 o' =3 (2x) 5 (2x)
13 1 2 911 2
= —/=—e%sen -—e*cos =/=—|—e*sen -—e*cos =
9 3 (2x) 9 (2x) 13{3 (2x) 9 (2x)}

3 2
=/=—e%sen —-—e**cos +C
13 (2x) 13 (2x)

9 6 6 4 9 4
I'=—e%sen —e* cos -—e*cos —e¥sen =| —+— |e**sen =e%sen
f) 13 (2x)+13 (2x) 3 (2x)+13 (2x) (13+13j (2x) (2x)

2. a) I:jsen(lnx)dx
t=Inx=> x=¢'= dt :%dx:dx:efdt:I:Ie’sentdt
b) J.e’sentdtzé[sent—cost]ef+C
c) Isen(ln Xx) dx :Isent e' dt = %[sent —cost]e' +C = %[sen(ln x)—cos(Inx)]e"™ +C =
:g[sen(ln x)—cos(Inx)]+C

d) (%[sen(lnx)—cos(lnx)]j :%sen(lnx)—%cos(lnx)+%~%(cos(lnx)+sen(|nx)):sen(lnx)
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arcsen X J sent earcsen (sent)

N1—x2 \1-sen?t

b) /= J.sent e'dt = %[sent —cost]e' +C = %[sen(arcsen x) - cos(arcsen x) | ™™™ + C =

3. a) t=arcsenx = x=sent = dx = costdt :>j -cost dt :Jsent-e’dt

= 1 X —cos(arcsenx))e®="* + C
2
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Ficha: Integrales de potencias de las funciones trigonométricas

1. a) cosZoc:coszoc—senza:1—sen2(x—sen2a:1—23en2a:>25en2a:1—00320c:>senza:#
cosZoc:coszoc—senza:coszoc—1+coszoc:—1+20032a:>ZCosza:1+0082a:>cosza:%
b) J‘senzxdx:jmdx=1J(1—c032x)dx:1{x—1‘[20032xdx} =1x—lsen2x+C
2 2 2 2 2 4
Icoszxdx:Imdx:lj(1+0032x)dx:l[x+1J‘20032xdx}:1x+lsen2x+C
2 2 2 2 2 4
c) Isen23xdx=J‘mdx:1I(1—cos6x)dx=l{x—1j.60036xdx}=lx—isen6x+C
2 2 2 6 2 12
Icos2 2xdx = jwdx = 1‘[(1+cos4x)dx = 1{x+lj‘4cos4xdx} :lx+1sen 4x+C
2 2 2 4 2 8
2. a) cosx =t = -senxdx = dt
Isen3xdx = Isenx -sen? xdx = jsen x(1-cos? x)dx = —J(1 —cos? x)(—senx)dx = —I(1 —t2)dt =
15 L
=—t+—t°+C=-cosx+—cos’x+C
3 3
b) senx =t = cosxdx =dt
Icos*” xdx = Icosx~cosz xdx=J‘cosx(1—sen2 x)dx=J‘(1—sen2 x)cosxdx=J(1—t2)dt =
1 L
=t—-—t’+C=senx——sen’x+C
3 3
) 1 1+coséx 200s2
4 > 2 [1-cos2x 1+c0s?2x —2c0s2x ' 2 ~2C0S2X 34 cos4x —4cos2x
3. a) sen‘x =(sen’x) = = = -
2 4 4 8
Isen“xdx:I(3+COS4X_4COSZX)dx=3—X+Sen4x—Sen2X+C
8 8 32 4
, 1 1+cosdx 5 2
4 > 2 [1+cos2x 1+ cos? 2x +2c0s2x * 2 +2COS2X 3. cosdx +4cos2x
b) cos*x =(cos?x)” = = = =
2 4 4 8
4 3 +cosdx +4cos2x 3x sendx sen2x
J.cos xdx=I X =—+ + +C
8 8 32 4
— 2 2 _
c) Isen45XdX=I(Sen25x)2dx:j(1 cozs‘IOXJ dX:J‘1+cos ‘IO); Zcos10de:
1 1+cos20x 260810
_J‘ * 2 —£C0S de_‘[3+200320x—4cos10xdx_3_x+sen20x_sen10x+C
4 8 8 80 20
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